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译者序 
 

一切都应尽量简单，但不要太简单。 

——爱因斯坦 

 

 

范里安（H.R.Varian）的这本教科书，我断断续续翻译了一年多。
中断的原因在于业余时间主要用于翻译MWG的《微观经济理论》（受
人大出版社之托）。 

这是一本经典教科书，二十多年时间过去了，仍然能在高级微观

经济教科书领域占有重要位置。原因之一大概是因为范里安有很好的

穿透力。出身于数学背景，使得范里安的文字也简单明确。MWG的
教科书在文字表达上要比 Varian, Myerson，Tirole等相关教科书略逊
一筹，尽管MWG已是最为重要的微观经济理论教科书。 

严格意义上来说，这本教材已算不上高级教程，它的难度只比范

里安的中级教程高那么一点点。适合于经管类专业本科生和一年级研

究生学习。 

翻译的目的当然是为了教学方便的需要，此书所有内容的知识产

权归 Varian及其出版社所有，请勿用于商业用途。 

此版翻译基本无理解上的错误，但也许只是因为“身在庐山中”，

若有错误包括笔误，欢迎指出。 

 

 

曹乾  caoqianseu@163.com 

东南大学  江苏.南京 

2012 年 10 月    
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序言 

 

《微观经济分析》第一版出版于 1977年。15年过后，是时候来次大的修订了。对于第

三版，我做了两类大的修改：结构上的修改和内容上的修改。 

结构上的变化体现在我重新整理了内容，将它们按照“模块”分章。大部分章节的标

题，对应着我写的本科生教材《中级微观经济学》。这使得读者在有需要时能够容易地参考

本科教材。另一方面，如果本科生想进一步学习某一主题的高级内容，自然可以学习这本《微

观经济分析》的相应章节。这种模块章节的安排还有另外两个好处：可以按照各种顺序学习；

也更方便于查阅。 

除了章节上的变化之外，内容上也进行了修订。首先，我重写了本书的大部分章节。

现在的内容更简洁，当然我也希望它们更好懂了。其次，我更新了很多内容，尤其是关于垄

断和寡头的内容——我根据 1980年代产业组织理论的主要进展更新了这些内容。 

第三，我增添了很多新内容。具体说，我增加了关于博弈论、资产市场、以及信息的

章节。这些章节可以作为一年级研究生的引论性质的学习材料。对于这些主题，我没有提供

深入的讨论，因为我发现最好在研究生二年级或三年级时再这么做，那时学生已经掌握了经

济分析的标准工具。 

第四，我新添了一些习题，并且提供了所有奇数习题的答案。我必须说我对提供答案

这种做法感到矛盾——但我希望大多数研究生应该有足够的意志力不去翻阅答案，除非他们

已经亲自努力解答习题。 

 

本书的结构 

    正如我在前面指出的，本书的编排特征是每一章都比较短。我认为几乎每个人都应该系

统地学习本书前半部分，因为它描述的微观经济学基本工具对于所有经济学家都是有用的。

本书的后半部分包含一些微观经济学主题的介绍。我估计大多数会选学部分内容。有些教师

想强调博弈论，有些教师喜欢讲授一般均衡。有些课程花费很多时间来学习动态模型；另外

一些课程则强调福利经济学的学习。 

    我不可能对所有这些主题都提供详尽的介绍，因此我决定只提供引论性质的材料。我试

图使用本书第一部分描述的符号和方法，从而使得这些章节能为教材或专业期刊文章的更详

尽阐述铺平道路。幸运的是，目前已有几本教材详细讨论资产市场、博弈论、信息经济学和

一般均衡理论。总之，认真的学生在学习这些主题时不会缺乏相应的学习材料。 

 

 



 

 ii  

本书的制作 

在重写这本书时，我已将所有材料都搬到 Donald Knuth的 TEX系统上。我认为现在这

本书好看多了；而且，交叉参考、公式编号、索引等等对于作者和读者来说都变得容易多了。

由于现在作者修改教材的成本大幅减少了，读者应该能期望看到更频繁的更新。（也许我在

下一版中会将该段落中的最后一句编成习题…） 

本书的一部分是在 MS-DOS系统下写成的，但是大部分是在 NeET计算机上完成的… 

 

致谢 

这些年，很多人写信告诉我教材中出现的打印错误，或者提供评语与建议。他们是（略

去）。 

最后，我给读者提供一个建议。当你读这本书时，请牢记 Sir Richard Steele（1672-1729）

的不朽名言：“It is to be noted that when any part of this paper appears dull there is a design in it.” 

 

密歇根大学安娜堡 

1991年 11月 
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1 技术 
刻画厂商技术最简单和最常见方法是生产函数，中级微观经济学课程中一般已研究生产

函数。然而，刻画厂商的技术还有另外一些方法，这些方法在某些场景下更一般而且更有用。

本章我们将讨论几种表示厂商成产可能性的方法，以及用经济学的语言描述与厂商技术相关

的问题。 

 

1.1投入与产出的衡量 

厂商使用各种投入的组合生产产出。为了研究厂商的选择，我们需要一种概括厂商生产

可能性的简便方法，即哪种投入和产出的组合在技术上是可行的。 

用流量

．．

（flows）衡量投入和产出通常最令人满意：单位时段的一定数量的投入被用于

生产单位时段的一定数量的产出。在描述投入和产出时，最好说明时间尺度。如果你这么做，

你就不大可能犯诸如以下的低级错误：使用了不可比较的单位；混淆了存量和流量；等等。

例如，如果我们用每周多少小时计量劳动时间，我们要保证资本运行时间也用每周多少小时

衡量，产量用每周多少单位衡量。然而，当我们抽象地讨论技术选择时，比如本章，我们通

常省略时间尺度。  

我们可能还希望按以下几个方面区分投入和产出：何时得到它们的；何地得到它们的；

甚至在什么样的环境下才能得到它们。使用何时和何地修饰投入和产出，我们可以描述生产

的时间或空间性质。例如，某既定年份得到的混粘土可用于建筑某幢大楼，这幢大楼将于下

一年完工。类似地，在某地点购买的混凝土可用于其它地点的建筑施工。 

“混凝土”这种投入应被认为是某特定等级、在某特定地点和特定时间得到的混凝土。

在有些情形下，我们甚至需要把上述限定条件再加上诸如“如果气候干燥”这样的条件，也

就是是说，我们可能考虑混凝土是在什么样的环境或者自然状态下得到的。至于应该对投入

和产出描述到什么样的细致程度，取决于我们具体研究的问题，但是我们应该意识到，如果

需要，我们就能将某特定投入和产出描述得非常详尽。 

                    

1.2对技术的说明 

假设厂商有n种可能的商品，这 n种商品可以被用作投入和/或产出。如果某厂商使用 i
jy

单位的商品 j作为投入，生产 o
jy 单位的产出，则商品 j的净产出

．．．

（net out）为 i
j

o
jj yyy −= 。

如果商品 j的净产出为正，则表明厂商正在生产的商品 j的数量多于将其用作投入品的数
量；如果净产出为负，则表明厂商正在使用商品 j作为投入品的数量多于他生产的该商品数

量。 

   一个生产方案

．．．．．．

（A production plan）就是一组不同商品的净产出数值。我们可以用 nR 中

的向量 y表示某个生产方案，其中： jy 为负若商品 j是净投入， jy 为正若商品 j是净产出。

所有技术上可行的生产方案组成的集合称为厂商的生产可能集

．．．．．

（production possibilities 

set），我们用 nR 中的子集Y 表示。集合Y 描述了投入和产出的所有技术上可行的模式。生
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产可能集Y 完整地描述了厂商面对的技术可行性。 

当我们研究处于某特定经济环境下厂商的行为时，我们希望将生产方案区分为“立即

可行”的方案和“最终可行”的方案。例如，在短期（short run），厂商的某些投入是固定

不变的，因此，只有与这些固定投入要素相容的方案才是可行的。在长期（long run），这些

固定投入是可变的，因此商场的技术可能性也可能改变。 

我们一般假设上述限制可用

nR 中的向量 z表示。例如，向量 z是某特定时期下的一组
各种投入和产出的最大数值。受限的生产可能集或称短期生产可能集用 )(zY 表示；该集合

由所有满足约束条件 z的可行净产出束（net output bundles）组成。例如，假设要素n在短
期的数量固定为 ny ，则 YyY n {)( = 中的 }: nn yyy = 。注意， )(zY 是Y 的子集，这是因为Y

包含了所有生产可行方案，这意味着 )(zY 包含在Y 中而且 )(zY 还要满足某些额外条件。 

例子：必要投入集 

假设我们要研究的厂商只生产一种产品。在这种情形下，我们将净产出束写为 ),( xy − ，

其中 x为生产 y单位产品的投入向量。这样，我们可以定义一种特殊的受限生产可能集，即

必要投入集(input requirement set): 

nRyV += {)( 中的 ),(: xyx − 在Y 中}  

必要投入集是能至少至少至少至少

．．

生产 y单位产出的所有投入束组成的集合。 

注意，此处定义的投入必要集中，投入用正数表示，而在生产可能集中我们用负数表示净投

入。 

例子：等产量集 

根据前面的例子，我们可以定义一个等产量集： 

nRyQ += {)( 中的 xx : 在 )(yV 中但不在 )(yV ′ 中，其中 yy >′ }  

等产量集由恰好生产 y单位产出的所有投入束组成。 

例子：短期生产可能集 

假设某企业使用劳动以及某类机器（我们将其称为“资本”）生产某些产出。于是，生

产方案为 ),1,( ky −− ，其中： y为产出水平，1 为劳动投入两，k 为资本投入量。假设在短

期，劳动可以立即改变但资本固定在水平 k 。则 

YkY {)( = 中的 kkky =−− :),1,( }  

就是短期生产可能的一个例子。 

例子：生产函数 

如果厂商只有一种产出，我们可以将生产函数定义为 

Rxf {)( = 中的 yy : 是与 x− 关联的最大产出，其中 y和 x− 都在Y 中}. 
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例子：转换函数 

类比一元生产函数，我们可以定义 n-维“生产函数”，这个函数在研究一般均衡理论时
将非常有用。Y 中的某个生产方案 y是有效率的（efficient），如果我们无法在 Y 中找到 y′
（ yy ≠′ ）使得 yy ≥′ 成立；也即是说如果对于某生产方案来说，已无法使用相同的投入

生产更多的产出，或者已无法使用更少的投入生产相同的产出，则该生产方案是有效率的。

（仔细注意投入的符号规则）。我们通常假设可将技术上有效率的生产方案用某个转换函数

（transformation function） RRT n →: 表示，其中 0)( =yT 当且仅当 y是有效率的。正如

生产函数选取最大的标量产出(scalar output)作为投入的生产函数一样，转换函数选取的是最

大的净产出向量。 

 

例子：柯布-道格拉斯技术 

令参数 a满足 10 << a ，则柯布-道格拉斯（Cobb-Douglas）可用以下各种方式定义。

请见图 1.1A。 

3{ RY = 中的 }),,( 1
2121

aa xxyxxy −≤−− ：  

=)(yV 2{ +R 中的 }:),( 1
2121

aa xxyxx −≤  

=)(yQ 2{ +R 中的 }:),( 1
2121

aaxxyxx −=  

=)(zY 3{ R 中的 },:),,( 2
1
2121 zxxxyxxy aa =≤−− −  

aa xxyxxyT −−= 1
2121 ),,(  

aa xxxxf −= 1
2121 ),(  

   

图 1.1:柯布柯布柯布柯布-道格拉斯技术和里昂惕夫技术道格拉斯技术和里昂惕夫技术道格拉斯技术和里昂惕夫技术道格拉斯技术和里昂惕夫技术。A 图描述了柯布-道格拉斯技术的一般形状；B

图描述了里昂惕夫技术的一般形状。 

 

例子：里昂惕夫技术 

令参数 0,0 >> ba ，则里昂惕夫(Leontief)技术可用以下各种方式定义。请见图 1.1B。 
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3{ RY = 中的 }},min{),,( 2121 bxaxyxxy ≤−− ：  

=)(yV 2{ +R 中的 }},min{:),( 2121 bxaxyxx ≤  

=)(yQ 2{ +R 中的 }},min{:),( 2121 bxaxyxx =  

},min{),,( 2121 bxaxyxxyT −=  

},min{),( 2121 bxaxxxf =  

    在本章，我们主要分析只生产一种产出的厂商；因此，我们通常用必要投入集或生产函

数描述它们的生产技术。以后我们再使用生产集和转换函数。 

 

1.3生产技术分析 

描述生产或必要生产集的最简单的方法，就是列举各种可行的生产方案。例如，假设我

们可用要素 1 和 2 生产一种产品。生产方法有两种不同的途径

．．

（activities）或技术

．．

（techniques）： 

技术 A：一单位要素 1和两单位要素 2能产出一单位产品。 

技术 B：两单位要素 1和一单位要素 2能产出一单位产品。 

令产出为商品 1，投入要素为商品 2和 3，则我们可以将上述两种技术暗含的生产可能

性用下列生产集表示 

)}1,2,1(),2,1,1{( −−−−=Y  

或用下列必要投入投入投入投入

．．

集表示 

)}1,2(),2,1{()1( =V . 

该必要投入集请见图 1.2A。    

在生产 y 单位产出时，有可能出现下面的情形，即每种要素的投入量恰好是生产一单

位产出所需要素的 y倍，其中 y=1,2…。在这种情形下，你可能会认为生产 y单位产出的所

有可行方法的集合为 

)},2(),2,{()( yyyyyV = . 

但是，上述集合漏掉了部分可行生产方法。的确，若使用技术 A，则 )2,( yy 能生产 y 单位

的产出；若使用技术 B，则 ),2( yy 也能生产 y单位产出。但是，你忘了我们还可以同时使

用这两种方法进行生产。 

在这种情形下，为避免混淆，我们使用 Ay 表示技术 A的产量， By 表示技术 B的产量。

于是 )(yV 可用下列集合表示 

}:)2(),2{()( BAABBA yyyyyyyyV +=++= . 
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因此，例如 )}3,3(),2,4(),4,2{()2( =V ，如图 1.2B所示。注意投入束 )3,3( 也能生产两单位

产出：技术 A 生产了一单位，技术 B生产了一单位。 

 

   

图 1.2：必要投入集必要投入集必要投入集必要投入集。A 图表示 V（1）；B图表示 V（2）；C图表示 V（y），其中 y为更大

的产量。 

 

1.4单调的技术 

我们继续分析上一节介绍的两种生产技术的例子。假设我们有个投入向量（3,2）。它足

以生产一单位产出吗？我们可能认为，既然可以去掉 2单位要素 1，这样只剩下（1,2），因

此技术 A 可确保（3,2）能成产一单位产出。所以，如果允许这样的自由取舍

．．．．

（free disposal）,

则当然可以认为：如果投入向量 x是能生产 y单位产出的一种可行方法，并且投入向量 x′中
的每种投入都至少和 x一样多，则 x′也是生产 y 单位产出的可行方法。因此，必要投入集

在下列意义上是单调的

．．．

（monotonic）: 

单调性

．．．

（monotonicity）。若

．

x在
．

)(yV 中且

．．

xx ≥′ ，则

．．

x′也在

．．

)(yV 中

．

。 

如果我们假设了单调性，则图 1.2中的必要投入集现在变为图 1.3中的相应集合。 

   

图 1.3：单调性单调性单调性单调性。在单调性假设下，图 1.2中的必要投入集就相应呈现上图的形状。 

    单调性对于生产集来说通常是个合适的假设。在生产集中，我们通常假设如果 y 在 Y
中而且若 yy ≤′ ，则 y′必定也在 Y中。提醒你注意此处的符号规则。 yy ≤′ 表示向量 y′的
每个分量都小于或等于向量 y的相应分量。这意味着与 y代表的生产方案相比， y′代表的
生产方案使用至少一样多的所有各种投入，但生产出的产量相同或者更少。因此，自然可以
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假设如果 y可行，则 y′也可行。 

1.5凸的技术 

现在我们考虑如果生产 100单位的产出，必要投入集将会呈现什么样的形状。作为第一

步，我们可能认为若我们将向量（1,2）和（2,1）乘以标量 100，我们应该能复制复制复制复制
．．

（replicate）

前面介绍的两种技术，因此可以生产 100倍得产量。显然不是所有的生产过程都能允许这样

的复制，但是在很多环境下，复制似乎是合理的。 

如果上述复制可行，我们可以断言（100,200）和（200,100）都在 V（100）中。还有没

其他可能方式来生产 100单位产出？有，我们可以将技术 A 和 B各复制 50次，即使用 150

单位要素 1和 150单位要素 2生产 100单位产出；因此，（150,150）也应该在必要投入集之

中。类似地，我们可以将技术 A复制 25次将技术 B复制 75次。这意味着 

)125,175()100,200(75.0)200,100(25.0 =+  

应该在 V（100）中。更一般地， 

))1(100200),1(200100()100,200)(1()200,100( tttttt −+−+=−+  

应该也在 V（100）中，其中 .1,...,02.0,01.0,0=t  

我们不妨作出明显近似处理，令 t取闭区间[0,1]内的任何小数，则可以得到图 1.4A形状

的生产集。下一个定义准确介绍了这个性质： 

凸性

．．

（Convexity）。若若若若 x 和和和和 x′都在都在都在都在 )(yV 中中中中，，，，则则则则 xttx ′−+ )1( 也在也在也在也在 )(yV 中中中中，，，，其中其中其中其中 10 ≤≤ t 。。。。

也就是说也就是说也就是说也就是说 )(yV 是个凸集是个凸集是个凸集是个凸集（（（（convex set））））。 

   

图图图图 1.4：：：：凸的必要投入集凸的必要投入集凸的必要投入集凸的必要投入集。如果 x和 x′都可以生产 y单位产出，则任何加权平均 xttx ′−+ )1(

也能生产 y单位产出。图 A 中的凸必要投入集是两种生产技术下的情形；图 B中的凸必要

投入集是很多种生产技术下的情形。 

    生产技术可以复制驱使我们作出凸性的假设。如果我们想生产“大量的”产出，并且如

果我们可以复制“小的”生产过程，那么假设技术为凸就比较合理。然而，如果生产技术的

规模相对很大，而想要生产的产量却相对较小，那么这种情形下再假设技术为凸就不合理了。 

然而，我们还有其他的理由说明为何凸性在某些环境下是合理的假设。例如，假设我
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们考虑的是每月的产出。如果一个投入向量 x生产 y单位的产生每月，另外一个向量 x′也
可以生产 y单位的产出每月，则我们可以用 x和 x′各生产半个月。如果转换生产方法不会
产生任何问题，我们有理由认为产出为 y单位。 

我们曾将上述论断应用于必要投入集，但类似的论断也可以用于生产集。通常可以假

设 y和 y′都在 Y中，则 ytty ′−+ )1( 也在 Y中，其中 10 ≤≤ t ；换句话说，Y是一个凸集。

然而，需要指出的是，与假设必要投入集为凸相比，假设生产集为凸的问题更大些。例如，

凸生产集排除了“启动成本”（start up costs）和其他形式的规模报酬。我们稍后会更详细地

分析这个问题。现在我们只简单描述 V(y)的凸性、生产函数的曲率和 Y 的凸性之间的一些

关系。 

定理定理定理定理(凸生产集蕴涵着凸必要投入凸生产集蕴涵着凸必要投入凸生产集蕴涵着凸必要投入凸生产集蕴涵着凸必要投入集集集集)：：：：若生产集若生产集若生产集若生产集 Y 是一个凸集是一个凸集是一个凸集是一个凸集，，，，则与其相关的必则与其相关的必则与其相关的必则与其相关的必要投入集要投入集要投入集要投入集

)(yV ，，，，也是一个凸集也是一个凸集也是一个凸集也是一个凸集。。。。 

证明。若 Y 是个凸集，这意味着对于任何 x和 x′，只要 ),( xy − 和 ),( xy ′− 都在 Y 中，

则 ))1(,)1(( xttxytty ′−−−−+  必然也在 Y 中。这只是要求 )))1((,( xttxy ′−+− 也在 Y中。

由此可见，若 x和 x′都在 )(yV 中，则 xttx ′−+ )1( 也在 )(yV 中，这表明 )(yV 是凸集。■ 

 

定理定理定理定理（（（（凸必要投入集等价于拟凹生产函数凸必要投入集等价于拟凹生产函数凸必要投入集等价于拟凹生产函数凸必要投入集等价于拟凹生产函数）：）：）：）： )(yV 是一个凸集当且仅当生产集是一个凸集当且仅当生产集是一个凸集当且仅当生产集是一个凸集当且仅当生产集 )(xf 是一个是一个是一个是一个

拟凹函数拟凹函数拟凹函数拟凹函数。。。。 

证明。 })(:{)( yxfxyV ≥= ，这正好是 )(xf 的上等高集上等高集上等高集上等高集

．．．．

（upper contour set）。但一个函数

是拟凹的当且仅当它又一个凸的上等高集；参见第 27章拟凹函数和拟凸函数那一节。■ 

 

1.6正则技术 

最后我们考虑关于 )(yV 的一种弱正则条件（a weak regularity condition）。 

正则性正则性正则性正则性。。。。 )(yV 对于所有对于所有对于所有对于所有 0≥y 来说是闭的非空集合来说是闭的非空集合来说是闭的非空集合来说是闭的非空集合。。。。 

)(yV 是非空的这个假设，要求对于任何既定的产出水平都有法生产。这个要求只是想

避免每次都需要强调“假设 y能够被生产出。” 

作出 )(yV 是闭的这个假设是基于技术原因，在多数情形下这个假设是合理的。假设

)(yV 为闭的一种解释是：假设我们的投入束序列 )( nx 中每一个投入束都可以生产 y单位产

出，而且这个序列收敛于投入束

0x 。也就是说，这个序列中的投入束无限接近于 0x 。若 )(yV

是一个闭集则该极限投入束

0x 必然能成产出 y。大致来说，必要投入集必定“包含自身的

边界。” 

 

1.7技术的参数表示 

假设我们有很多种方法生产某既定产出水平。则我们自然可以将这个投入集用图 1.5中

的“平滑的”投入集表示。也就是说我们想用良好的曲线拟合穿过可能生产点的曲线。如果

生产既定产量产出的方法的确有很多，则这样的平滑化的过程就不会带来比较大的问题。 
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图 1.5：将等产量线平滑化。一个必要投入集及其“平滑”近似。 

如果我们用这样的近似去“光滑”必要投入集，自然我们想寻求表示技术的一种简便

方法，即带有若干未知参数的参数方程。例如，前面提到过的柯布-道格拉斯技术蕴涵着，

满足 yxx ba ≥21 的任何投入束 ),( 21 xx 都能生产至少 y单位的产量。 

你不应该将这些参数技术表示仅看作为生产可能性的文字描述。生产可能性是描述实

际生产方案的工程数据。这些工程数据完全有可能用比较方便的函数形式比如柯布-道格拉

斯函数表述。如果行得通，这样的参数描述将会非常有用。 

在绝大多数应用中，我们只关心是在某些特定投入和产出水平范围内，能否找到对某

技术的参数化描述，而且通常用相对简单形式的函数去做参数化近似。这些参数化表示是非

常简便的教学工具，因此我们通常假设我们的技术能用这样的参数表示。这样，我们就可以

使用微积分和代数工具区分析企业的生产选择决策。 

 

1.8技术替代率 

假设我们的技术可以用一个平滑的生产函数表示，而且我们在某个特定点

),( *
2

*
1

* xxfy = 进行生产。假设为维持产量水平不变，我们想增加要素 1的投入量减少要素

2的投入量。我们如何确定这两种要素之间的技术替代率

．．．．．

（technical rate of substitution，

TRS）？  

 在二维情形下，技术替代率就是等产量线的斜率：当 1x 微小变动时，你应该怎样调整

2x 才能使产量不变，如图 1.6所示。在 n维情形下，技术替代率是等产量面在特定方向上的

斜率。 

令 )( 12 xx 表示隐函数，这个函数告诉我们如果我们投入 1x 单位要素 1，则还需要投入多

少 2x 才能生产 y单位产量。于是根据定义可知，函数 )( 12 xx 必定满足下列不等式 

yxxxf ≡))(,( 121  

我们想要的是 1
*
12 /)( xxx ∂∂ 的表达式。对上式微分可得 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com）                                       10 

1

*
12

1

*
2

1

*
2 )()()(

x

xx

x

xx

x

xx

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

 

2
*

1
*

1

*
12

/)(
/)()(

xxf

xxf

x

xx

∂∂
∂∂−=

∂
∂

. 

其中 ))(,( *
12

*
1

* xxxx = 。 

这样我们就得到了技术替代率的显性表达式。 

   

图图图图 1.6：：：：技术替代率技术替代率技术替代率技术替代率。技术替代率衡量当一种投入变动时，我们必须如何调整另外一种投入

才能使产量不变。 

下面我们介绍推导技术替代率的另外一种方法。考虑投入向量的在投入水平上的（微

小）变化，我们将其记为 ),( 21 dxdxdx = 。相应的产出变化近似为 

2
2

1
1

dx
x

f
dx

x

f
dy

∂
∂+

∂
∂= . 

上述表达式称为函数 )(xf 的全微分。考虑只有要素 1和要素 2变动的这种特殊情形，而且

要素投入量的这种变动不会改变产量大小。也就是说， 1dx 和 2dx “沿着等产量线”调整。 

由于产量维持不变，可得 

2
2

1
1

0 dx
x

f
dx

x

f

∂
∂+

∂
∂= ， 

从该式可以解得 

2

1

1

2

/
/

xf

xf

dx

dx

∂∂
∂∂−= . 

在计算技术替代率时，我们可以使用隐函数的方法，也可以使用全微分的方法。隐函数

的方法相对严格一些，但是全微分的方法可能相对直观。 

 

例子：柯布-道格拉斯的技术替代率 
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给定函数

aa xxxxf −= 1
2121 ),( ，求导可得 

aaa

x

x
axax

x

xf −−− ==
∂

∂ 1

1

21
2

1
1

1

][
)(

 

aaa

x

x
axxa

x

xf
])[1()1(

)(

2

1
21

2

−=−=
∂

∂ − . 

由此可得 

1

2

2

1

1

12

1/
/)(

x

x

a

a

xf

xf

x

xx

−
−=

∂∂
∂∂−=

∂
∂

. 

1.9替代弹性 

技术替代率衡量无差异曲线的斜率。替代弹性衡量等产量线的曲率。更具体地说，替代

弹性衡量在产量维持不变的情形下，要素投入比率的变动百分比除以 TRS变动百分比。如

果令 )/( 12 xx∆ 表示要素投入比率的变动，令 TRS∆ 表示技术替代率的变动，我们可以将替

代弹性表达为 

TRS

TRS
xx

xx

∆

∆

= 12

12

/
)/(

σ  

这是曲率的相对自然的衡量方法：它问的是当等产量线的斜率变动时，要素投入比率

如何变动。如果斜率的较小变动引起要素投入比率相对较大的变动，则等产量是相对平坦的

——替代弹性较大。 

在实践中，我们可以将变动百分比想象为非常小，并对上述表达式求当 TRS∆ 趋于 0

时的极限。因此，替代弹性σ 的表达式变为 

dTRS

xxd

xx

TRS )/(
)/(

12

12

=σ . 

用对数形式的导数计算替代弹性通常比较方便。一般来说，若 )(xgy = ，则 y对于 x的
弹性是指 x的（微小）变动百分比引起的 y变动的百分比。 

y

x

dx

dy

xdx

ydy ==
/
/ε . 

如果 x和 y均为正，则这个导数可以写为 

xd

yd

ln
ln=ε ， 

下面证明这个结论。由链式法则可知 
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dx

yd

dx

xd

xd

yd lnln
ln
ln = . 

将等式左右两端的项分别计算可得 

dx

dy

yxxd

yd 11
ln
ln = ， 

dx

dy

y

x

xd

yd =
ln

ln
。 

另外一种证明方法是使用全微分： 

,
1

ln

1
ln

dx
x

xd

dy
y

yd

=

=
 

因此 

y

x

dx

dy

xd

yd ≡=
ln
lnε . 

同样，第一种方法比较严格，但第二种方法比较直观。 

将上述表达式应用于替代弹性可得 

TRSd

xxd

ln

)/ln( 12=σ . 

(分母中的绝对值符号是将 TRS转换为正数，从而使取对数有意义。) 

 

例子：柯布-道格拉斯生产函数的替代弹性 

我们已经知道 

1

2
12 1 x

x

a

a
TRS

−
−=  

或 

12
1

2

1
TRS

a

a

x

x

−
−=  

由此可得 

12
1

2 ln
1

lnln TRS
a

a

x

x +−= . 

这又意味着 
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1
ln

)/ln( 12 ==
TRSd

xxdσ . 

 

1.10规模报酬 

假设我们使用某个投入向量 x生产某既定的产量 y，现在我们决定将所有投入按比例同

时增加或减少，使其变为原来的 t倍，产量将怎样变化？ 

在前面的情形中，我们只希望产量等比例增加增加增加增加

．．

（scale up），我们通常假设只要将以前的

生产模式复制，就能生产出 t倍的产量。如果这种等比例增加总是可行，我们说生产技术呈
现规模报酬不变

．．．．．．

(constant returns to scale)的现象。更正式地， 

定义定义定义定义（（（（规模报酬不变规模报酬不变规模报酬不变规模报酬不变）：）：）：）：某生产技术呈现规模报酬不变的现象某生产技术呈现规模报酬不变的现象某生产技术呈现规模报酬不变的现象某生产技术呈现规模报酬不变的现象，，，，若它满足下列条件若它满足下列条件若它满足下列条件若它满足下列条件：：：： 

（（（（1）））） y在在在在 Y中蕴涵着中蕴涵着中蕴涵着中蕴涵着 ty也在也在也在也在 Y中中中中，，，，其中其中其中其中 0≥t ；；；； 

（（（（2）））） x在在在在 )(yV 中蕴涵着中蕴涵着中蕴涵着中蕴涵着 tx在在在在 )(tyV 中中中中，，，，其中其中其中其中 0≥t ；；；； 

（（（（3）））） )()( xtftxf = ，，，，其中其中其中其中 0≥t ；；；；即生产函数是即生产函数是即生产函数是即生产函数是 )(xf 是一阶齐次函数是一阶齐次函数是一阶齐次函数是一阶齐次函数。。。。 

上述技术可以复制的论断表明，规模报酬不变通常是对技术的一种合理假设。然而，

在某些情形下，再假设规模报酬不变就不合理了。 

例如，当我们试图“细分”（subdivide）生产过程时，规模报酬不变的假设就不再成立。

即使我们能将生产过程以整数倍复制，但可能无法做到将生产过程细分 n倍。例如，某种生

产技术可能存在最小生产规模，如果产量低于该最小生产规模，可能需要使用不同的技术。

一旦产量超过最小生产规模，我们就可以复制这种生产技术生产更多的产量。 

规模报酬不变假设不再合理的另外一种情形是，当生产过程复制的倍数不是整数时。

当然，前面所说的整数倍的复制很简单，如果我们要复制 1.5倍，应该怎么做？ 

这两种情形下，只有当生产规模相对于最小产出规模比较小时，规模报酬不变的假设

才不合理。 

规模报酬不变假设不合理的第三种情形是，当所有投入都翻倍，但此时出现了更有效

率的生产方法。复制是说将投入翻倍产出也翻倍，但也有可能存在生产更多产量的方法。例

如，某企业在两点之间铺设油管，使用的投入为劳动、及其设备和钢材。我们可以使用油管

线路的运输能力作为该企业的产出。显然如果我们将所有投入翻一番，则产量将不止翻一番，

因为油管的表面积变为原来的 2倍，则体积变为原来的 4倍（一）

。在这种情形下，产量增加

的倍数超过投入增加的倍数，我们说这样的技术是规模报酬递增

．．．．．．

的（increasing returns to 

scale）。 

定义定义定义定义（（（（规模报酬递增规模报酬递增规模报酬递增规模报酬递增）：）：）：）：若若若若 )()( xtftxf > （（（（其中其中其中其中 1>t ），），），），则该技则该技则该技则该技术是规模报酬递增的术是规模报酬递增的术是规模报酬递增的术是规模报酬递增的。。。。 

规模报酬假设不合理的第四种情形是有些产出是不能不能不能不能

．．

复制的。例如，考虑某 100亩农田。

                                                        
（一） 当然，体积更大的油管更难制造，因此我们不需要认为产量一定恰好变为原来的 4倍。但是，产量很
有可能大于原来的 2倍。 
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如果我们希望产量变为原来的 2倍，则每种要素投入量也要变为原来的 2倍。但这意味着土

地面积也应变为原来的 2倍。在这种情形下，可能我们无法得到那么大的土地面积。尽管所所所所
．

有有有有

．

投入增加相同比例，技术可能会呈现规模报酬不变的特征，但是这种情形下，我们通常说，

对于受限制受限制受限制受限制

．．．

的投入来说，技术呈现规模报酬递减

．．．．．．

（decreasing return to scale）的特征。更

准确地说，我们有： 

定义（规模报酬递减）：若若若若若 )()( xtftxf < （（（（其中其中其中其中 1>t ），），），），则该技术是规模报酬则该技术是规模报酬则该技术是规模报酬则该技术是规模报酬递减递减递减递减的的的的。 

规模报酬递减的最自然情形是我们无法复制某些投入。因此，我们应该预期受限

（restricted）生产集通常会具有规模报酬递减的特征。可以证明，规模报酬递减总是由于某

些投入是固定不变而引起的。 

为证明这个结论，假设 )(xf 是 k种要素的生产函数，并且具有规模报酬递减的性质。

那么，我们可以引入一种新的“虚构的”投入，用 z表示它的投入数量。定义一个新的生产
函数 

)/(),( zxzfxzF = . 

注意，函数 F具有规模报酬不变性质。如果我们将所有投入（x和 z）同乘以 0≥t ，则

产量也变为原来的 t倍。如果我们将 z固定为 1，此时的技术和以前一样（即 )()( xfxF = ），

因此，我们可以认为原来的规模报酬递减技术 )(xf ，是由对规模报酬不变的技术 ),( xzF 施

加 z=1的这个限制而得到的。 

最后，需要指出，前面介绍的几种规模报酬在本质上是全局（global）性质的，比如在

定义域内技术为规模报酬不变的，等等。但是很有可能出现下列现象：某种技术对于某些 x

值来说是规模报酬递增的，但对另外一些 x值来说又是规模报酬递减的。因此，在很多情形

下，刻画规模报酬的局部（local）性质就比较有用。规模弹性

．．．．

（elasticity of scale）衡量所

有投入同时增加 1%（即由于规模规模规模规模
．．

增加）引起的产量增加百分比。 

令 )(xfy = 表示生产函数，t为一个正的标量。考虑函数 )()( txfty = 。若 1=t ，则生

产模就是我们当前的生产规模；若 1>t ，则我们将所有投入都增加为原来的 t倍；若 1<t ，

则所有投入都减少为原来的 t倍。 

规模弹性的表达式为 

t

dt
ty

tdy

xe
)(

)(

)( =  

将上式变形并计算 1=t 时的数值可得 

11 )(
)(

)(
)(

)( == == tt txf

t

dt

txdf

y

t

ty

tdy
xe . 

注意，在计算点 x的规模弹性时，我们必须计算该表达式在 1=t 时的数值。当 )(xe 大于、

等于或小于 1时，我们说技术分别呈现规模报酬局部递增、局部不变或局部递减的性质。 

例子：规模报酬和柯布-道格拉斯技术 
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假 设

baxxy 21= 。 则 ),()()(),( 21212121 xxftxxttxtxtxtxf babababa ++ === 。 因 此

),(),( 2121 xxtftxtxf = 当且仅当 1=+ ba 时。类似地， 1>+ ba 意味着规模报酬递增，

1<+ ba 意味着规模报酬递减。 

事实上，柯布-道格拉斯技术的规模弹性恰好为 ba + 。为了证明这一点，我们应用规模

弹性的定义： 

baba
bababa

xxtba
dt

xxdt

dt

txtxd
21

12121 )(
)()( −+

+

+== . 

计算 1=t 时的数值，再除以

ba xxxxf 2121 ),( = 即可得到我们想要的结果。 

1.11齐次技术和位似技术 

函数 )(xf 称为 k次齐次的，若 )()( xfttxf k= 对于所有 0>t 成立。经济学中最重要的

齐次函数是零次齐次和一次齐次的。零次齐次函数具有 )()( xftxf = 的性质，而一次齐次

函数则具有 )()( xtftxf = 的性质。 

将一次齐次函数的定义与规模报酬不变的定义相比较可知，某技术是规模报酬不变的当

且仅当它的生产函数是一次齐次的。 

函数 RRg →: 称为正单调变换

．．．．．

（positive monotonic transformation）若 g是一个严格

递增的函数；也就是说，对于该函数来说 yx > 蕴涵着 )()( ygxg > 。（正单调变换还是负

单调变换可从上下文判断出）。位似函数

．．．．

（homothetic function）是一次齐次函数的正单调

变换。换句话说， )(xf 是位似的当且仅当它可以写为 ))(()( xhgxf = ，其中 )(⋅h 是一次齐

次函数， )(⋅g 是个单调函数。图 1.7提供了几何解释。 

 

   

图 1.7：齐次函数和位似函数。A 图中的函数为一次齐次的。若 x和 x′都可以生产出 y单位
的产量，则 x2 和 x′2 都可以生产出 y2 单位的产量；B图中的函数为位似函数。若若 x和 x′
都可以生产出相同相同相同相同

．．

水平的产量—— y单位的产量，则 x2 和 x′2 都可以生产出相同相同相同相同

．．

单位的产

量，但未必是 y2 单位的产量。 

你可以将单调变换看成用不同单位来衡量产出的一种方法。例如，我们可以用升或毫
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升衡量液体产量。在这种情形下，不同单位之间的转换非常简单——我们只要乘以 1000或

者处以 1000即可。一种更奇怪的单调变换是我们用“升的平方平方平方平方
．．

”衡量产出。根据这种解释，

位似技术是衡量产出的一种方法，使得这种技术“看上去类似”规模报酬不变。 

我们对齐次函数和位似函数感兴趣，这是因为当产量变化时它们的等产量线的变化比

较简单。在齐次函数的情形下，等产量线族就象是由一条等产量线相应“扩大”（blown up）
而得到的。如果 )(xf 是一次齐次的，则若 x和 x′都可以生产出 y单位的产量，那么 tx和 xt ′
都可以生产出 ty单位的产量，如图 1.7A所示。位似函数具有几乎完全相同的性质：若 x和

x′都可以生产出相同单位的产量，则 tx和 xt ′生产出的产量也相同——但未必是原来产量的
t倍。位似技术的等产量线和齐次技术的等产量线非常类似，唯一区别是等产量线代表的产
量水平是不同的。 

齐次函数和位似函数比较有趣的原因是，它们对技术替代率施加了限制——当生产规

模变化时，技术替代率是如何变化的。特别地，对于这两种函数来说，技术替代率和生产规

模无关。 

这个结论可以直接从第 26 章齐次函数的知识推导出，在那里我们指出若 )(xf 是一次

齐次的，则 ixxf ∂∂ /)( 是零次齐次的，这正是我们想要的结果。 

例子：CES生产函数 

不变替代弹性

．．．．．．

（constant elasticity of substitution, CES
．．．

）生产函数的表达式为 

ρρρ
1

2211 ][ xaxay += . 

容易验证，CES函数具有规模报酬不变性质。对参数 ρ 取不同的数值，我们就可以得到几
个著名的生产函数的特例。我们将这些函数介绍如下，并用图 1.8描述这些函数。在我们的

讨论中，令参数 121 == aa 将非常方便。 

（1）线性生产函数（ 1=ρ ）。将 1=ρ 代入 CES生产函数可得 

21 xxy += . 

（2）柯布-道格拉斯生产函数（ 0=ρ ）。当 0=ρ 时 CES生产函数无定义，因为除数为零。

然而我们可以证明当 ρ 趋近于零时，CES的等产量线看上去非常象柯布-道格拉斯生产函数

的等产量线。 

使用技术替代率很容易看清这一点。直接计算可得， 

1

2

1
12 )( −−= ρ

x

x
TRS .                           （1.1） 

当 ρ 趋近于零时，上式趋近于极限 

1

2
12 x

x
TRS −= ， 

这正是柯布-道格拉斯生产函数的 TRS。 
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图 1.8：CES生产函数。CES生产函数的形状有多种，这取决于参数 ρ 的取值。A 图中的情

形为 1=ρ ；B图中的情形为 0=ρ ，C图中的情形为 −∞=ρ 。 

（3）里昂惕夫生产函数（ −∞=ρ ）。我们已经知道 CES生产函数的 TRS可由（1.1）式计

算。当 −∞→ρ 时，（1.1）式趋近于 

∞∞− −=−= )()(
1

2

2

1
12 x

x

x

x
TRS . 

若 12 xx > ，则 TRS是（负）无穷；若 12 xx < ，则 TRS为零。这表示当 −∞→ρ 时，CES

等产量线看上去类似里昂惕夫技术的等产量线。■ 

CES生产函数的替代弹性为常数，这一点你也许不会惊讶。为了验证这一点，注意 TRS

的计算公式 

1

2

1
12 )( −−= ρ

x

x
TRS ， 

因此 

ρ−= 1

1

12
1

2 TRS
x

x
. 

取对数可得 

12
1

2 ln
1

1
ln TRS

x

x

ρ−
= . 

使用对数导数的弹性定义可得 

ρ
σ

−
==

1

1

ln

/ln 12

TRSd

xxd
. 

 

注释 

替代弹性的最初工作源于希克斯（Hicks,1932）。对于替代弹性的一般形式（n种投入）请参

考 Blackorby & Russell(1989)。规模弹性的工作源于 Frisch（1965）。 
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习题 

1.1．对还是错？若 )(yV 是一个凸集，则相应的生产集 Y必定为凸。 

1.2. 当 21 aa ≠ 时，一般 CES技术 ρρρ
1

2211 ][ xaxay += 的替代弹性为多大？ 

1.3. 定义要素 i的产出弹性为 

)(
)(

)(
xf

x

x

xf
x i

i
i ∂

∂=ε . 

如果

baxxxf 21)( = ，每种要素的产出弹性为多大？ 

1.4 如果 )(xε 是规模弹性， )(xiε 是要素 i的产出弹性，证明 )()(
1

xx
n

i
i∑

=

= εε 。 

1.5CES技术 ρρρ /1
2121 )(),( xxxxf += 的规模弹性为多大？ 

1.6 对还是错？ 可微函数 )(xg 为严格递增的当且仅当 0)( >′ xg 。 

1.7 教材中断言，如果 )(xf 是位似技术而且 x和 x′生产的产量水平相同，则 tx和 xt ′生产的
产量水平也相同。你能严格证明这个结论吗？ 

1.8 令 ),( 21 xxf 是位似函数。证明它在 ),( 21 xx 点的技术替代率等于在 ),( 21 txtx 点的技术替

代率。 

1.9 考虑 CES 技术 ρρρ /1
221121 ][),( xaxaxxf += 。证明我们总可以将这个式子写为

ρρρρ /1
2121 ])1()[(),( xbbxAxxf −+= 的形式。 

1.10 令Y 为一个生产集。如果 y和 y′都在Y 中蕴涵 yy ′+ 也在Y 中，那么我们说技术是可
加的。如果 y在Y 中蕴涵 ty也在Y 中（其中 10 ≤≤ t ），那么我们说该技术是可分的。证明

如果某技术既是可加的又是可分的，则Y 必定是凸的，而且它是规模报酬不变的。 

1.11 对于每个必要投入集，确定它是正则的（regular）、单调的和/或凸的。假设参数a和b
以及产量水平都是严格正的。 

（a） }log,log:,{)( 2121 ybxyaxxxyV ≥≥=  

（b） }0,:,{)( 12121 ≥≥+= xybxaxxxyV  

（c） }:,{)( 221121 ybxxxaxxxyV ≥++=  

（d） }:,{)( 2121 ybxaxxxyV ≥+=  

（e） })1(,)1(:,{)( 2121 byxayxxxyV ≥−≥−=  

（f） }:,{)( 221121 ybxxxaxxxyV ≥+−=  

（g） }3),min(:,{)( 21121 yxxxxxyV ≥+=  

1.12 为简单起见，线性齐次生产函数通常用“人均”（per capita）表示，方法很简单：将函
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数表达式中的一种生产要素作为公因子提取出来（这种要素通常为劳动，因此说人均）。 

例如，考虑函数 ),( 21 xxfy = ，其中 ),( 21 xxf 是一次齐次的。如果将 2x 提取出来，可
以定义如下的新函数 )(Xφ ： 

)()1),/(( 2212 XxxxfxY φ≡=                      （1） 

其中， 21 / xxX ≡ ，或者， )()/( 2 XxY φ= 是以 2x 表示的人均生产函数（per capita production 

function）。 

（a）在产品 y的价格为 1 的假设前提下，将利润最大化条件表达为含有 21,ww 和 )(Xφ 的

式子。 

（b）证明 

)()(
)]()()[(

XXX

XXXX

φφ
φφφσ

′′
′−′

=                       （2） 

（c）证明如果 ),( 21 xxf 是一个标准的 CES生产函数，即 

ρρρ /1
2121 ))1((),( xaaxxxfy −+==  

证明(b)中的表达式将为 

)1/(1 −= ρσ                          （2′） 

1.13 假设有两种产品：投入品 z和产出品q。生产函数为 )(zfq = 。假设生产函数 )(⋅f 是

规模报酬递增的。 

（a）假设 )(⋅f 是可微的，那么 )(⋅f 规模报酬递增是否意味着平均产量随着投入增加是非递

减的？边际产量的情形又是如何的？ 

（b）假设存在一个代表性消费者，他的效用函数为 zqu −)( （负号表示从他那里拿走投入

品）。假设 )(zfq = 是个生产计划，它的目标是使代表性消费者的效用最大化。请以数学形

式或经济学形式（不需要考虑边界解）说明这个最大化问题的必要条件为边际效用等于边际

成本。 

（c）在（b）中，边际效用等于边际成本也是该最大化问题的充分条件吗？ 

 

习题解答 

1.1．对还是错？若 )(yV 是一个凸集，则相应的生产集 Y必定为凸。 

【知识回顾】生产集为凸意味着必要投入集为凸，但反过来说不成立。 

定理定理定理定理(凸生产集蕴涵着凸必要投入集凸生产集蕴涵着凸必要投入集凸生产集蕴涵着凸必要投入集凸生产集蕴涵着凸必要投入集)：：：：若生产集若生产集若生产集若生产集 Y 是一个凸集是一个凸集是一个凸集是一个凸集，，，，则与其相关的必要投入集则与其相关的必要投入集则与其相关的必要投入集则与其相关的必要投入集

)(yV ，，，，也是一个凸集也是一个凸集也是一个凸集也是一个凸集。。。。 

证明。若 Y 是个凸集，这意味着对于任何 x和 x′，只要 ),( xy − 和 ),( xy ′− 都在 Y 中，则

))1(,)1(( xttxytty ′−−−−+  必然也在 Y 中。这只是要求 )))1((,( xttxy ′−+− 也在 Y 中。

由此可见，若 x和 x′都在 )(yV 中，则 xttx ′−+ )1( 也在 )(yV 中，这表明 )(yV 是凸集。 
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【参考答案】这种说法是错误的，因为生产集为凸意味着必要投入集为凸，但反过来说不成

立。 

我们举一个反例说明。考虑由生产函数

2)( xxf = 生成的技术。必要投入集

}:{)( yxxyV ≥= 是一个凸集，但生产集 }:),{( 2xyxyY ≤−= 显然不是凸的。 

1.2. 当 21 aa ≠ 时，一般 CES技术 ρρρ
1

2211 ][ xaxay += 的替代弹性为多大？ 

【知识回顾】替代弹性的两种计算方法，一是

dTRS

xxd

xx

TRS )/(
)/(

12

12

=σ ；二是

TRSd

xxd

ln

)/ln( 12=σ 。 

【参考答案】我们使用第二种方法即

TRSd

xxd

ln

)/ln( 12=σ 计算替代弹性。 

)/ln()1()/ln(ln
/
/

1221
22

1
11

2

1 xxaaTRS
xa

xa

xf

xf
TRS a ρρ

ρ

−+=⇒−=
∂∂
∂∂−= −

−

 

.
1

1

)/ln()1(

)/ln(

)]/ln()1()/[ln(

)/ln(

ln

)/ln(

12

12

1221

1212

ρρρ
σ

−
=

−
=

−+
==

xxd

xxd

xxaad

xxd

TRSd

xxd
 

 

1.3. 定义要素 i的产出弹性为 

)(
)(

)(
xf

x

x

xf
x i

i
i ∂

∂=ε . 

如果

ba xxxf 21)( = ，每种要素的产出弹性为多大？ 

【参考答案】 

1
21

2
2

1
1

1
21

)(
;

)(
)( −− =

∂
∂=

∂
∂

⇒= bababa xbx
x

xf
xax

x

xf
xxxf  

a
xx

x
xax

xf

x

x

xf
x ba

ba ==
∂

∂= −

21

1
2

1
1

1

1
1 )(

)(
)(

)(ε ；类似地可计算出 .)(2 bx =ε  

1.4 如果 )(xε 是规模弹性， )(xiε 是要素 i的产出弹性，证明 )()(
1

xx
n

i
i∑

=

= εε 。 

【知识回顾】令 )(xfy = 表示生产函数，t为一个正的标量。考虑函数 )()( txfty = 。规模

弹性的表达式为

tdt

tytdy
x

/
)(/)(

)( =ε 。在计算点 x的规模弹性时，我们必须计算该表达式在

1=t 时的数值。 11 )(

)(

)(

)(
)( == == tt txf

t

dt

txdf

y

t

ty

tdy
xε 。 

【参考答案】 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com）                                       21 

令 )(xfy = 表示生产函数，t为一个正的标量。考虑函数 )()( txfty = 。 

)(
)(

)()(
)(

1
)(

)(
)(
)(

)(
111

11 x
xf

x

x

xf
x

x

xf

xftxf

t

dt

txdf

y

t

ty

tdy
x

n

i
i

i
n

i i
i

n

i i
tt ∑∑∑

===
== =

∂
∂=

∂
∂=== εε  

其中最后一个等式用到了要素 i的产出弹性的定义
)(

)(
)(

xf

x

x

xf
x i

i
i ∂

∂=ε 。 

1.5CES技术 ρρρ /1
2121 )(),( xxxxf += 的规模弹性为多大？ 

【参考答案】 

方法一： 

),()(])()[(),( 21
/1

21
/1

2121 xxtfxxttxtxtxtxf =+=+= ρρρρρρ  

这表明 CES生产函数的规模报酬是不变的，因此规模弹性为 1。 

方法二：使用规模弹性的定义 11 )(

)(

)(

)(
)( == == tt txf

t

dt

txdf

y

t

ty

tdy
xε 计算 

)(
)()]([])()[()( /1

21 xf
dt

dtxf

dt

xtfd

dt

txtxd

dt

txdf ===+=
ρρρ

 

1
)(

1
)(

)(
)(

)(
)(

)( 11 ==== == xf
xf

txf

t

dt

txdf

y

t

ty

tdy
x ttε 。 

1.6 对还是错？ 可微函数 )(xg 为严格递增的当且仅当 0)( >′ xg 。 

【参考答案】这种说法是错误的。这是因为，如果 0)( >′ xg 则可微函数 )(xg 为严格递增的，

但反过来未必成立。例如，

3)( xxg = 是严格递增的，但 0)0( =′g 。 

1.7 教材中断言，如果 )(xf 是位似技术而且 x和 x′生产的产量水平相同，则 tx和 xt ′生产的
产量水平也相同。你能严格证明这个结论吗？ 

【知识回顾】 

函数 RRg →: 称为正单调变换（positive monotonic transformation）若 g是一个严格递增的
函数；也就是说，对于该函数来说 yx > 蕴涵着 )()( ygxg > 。位似函数（homothetic function）

是一次齐次函数的正单调变换。换句话说， )(xf 是位似的当且仅当它可以写为

))(()( xhgxf = ，其中 )(⋅h 是一次齐次函数， )(⋅g 是个单调函数。 

【参考答案】 

令 ))(()( xhgxf = 并假设 ))(())(( xhgxhg ′= 。由于 )(⋅g 是个单调函数，必有 )()( xhxh ′= 。 

由于 )(⋅h 是一次齐次的即 )()( xthtxh = ，从而： ))(())(( xthgtxhg = ； ))(())(( xthgxthg ′=′ 。 

所以有 ))(())(( xthgtxhg ′= ，这表明 tx和 xt ′生产的产量水平是相同的。 

1.8 令 ),( 21 xxf 是位似函数。证明它在 ),( 21 xx 点的技术替代率等于在 ),( 21 txtx 点的技术替

代率。 
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【知识回顾】位似函数；技术替代率； 

【参考答案】 

)(xf 是位似的当且仅当它可以写为 ))(()( xhgxf = ，其中 )(⋅h 是一次齐次函数， )(⋅g 是个

单调函数。因此位似函数 ),( 21 xxf 的技术替代率表达式为 

2

1

2

1

2

1

/
/

x

h
x

h

x

h

h

f
x

h

h

f

xf

xf

∂
∂
∂
∂

−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−=
∂∂
∂∂−  

注意在上式中我们用到了链式法则。从上式可以看出，位似函数 f 的替代率与相应的一次

齐次函数h的替代率是相等的。而我们已经知道，一次齐次函数在 ),( 21 xx 点的技术替代率

等于在 ),( 21 txtx 点的技术替代率是相等的，因此就得到了题目中的结论。 

1.9 考虑 CES 技术 ρρρ /1
221121 ][),( xaxaxxf += 。证明我们总可以将这个式子写为

ρρρρ /1
2121 ])1()[(),( xbbxAxxf −+= 的形式。 

【参考答案】 

注意，我们可以将

ρρρ /1
2211 ][ xaxa + 写为

ρρρρ /1
2

21

2
1

21

1/1
21 ][)( x

aa

a
x

aa

a
aa

+
+

+
+ 。 

现在令 =)(ρA ρ/1
21 )( aa + ，令

21

1

aa

a
b

+
= （从而

21

21
aa

a
b

+
=− ），这样 ),( 21 xxf 就可以

写为

ρρρρ /1
21 ])1()[( xbbxA −+ 的形式。 

1.10 令Y 为一个生产集。如果 y和 y′都在Y 中蕴涵 yy ′+ 也在Y 中，那么我们说技术是可
加的。如果 y在Y 中蕴涵 ty也在Y 中（其中 10 ≤≤ t ），那么我们说该技术是可分的。证明

如果某技术既是可加的又是可分的，则Y 必定是凸的，而且它是规模报酬不变的。 

【参考答案】 

 

要证明凸性，我们必须证明：对于Y 中的所有 y和 y′以及所有 10 ≤≤ t ， ytty ′−+ )1( 必定

在Y 中。 

但可分性意味着 ty和 yt ′− )1( 都在Y 中，使用可加性可知 ytty ′−+ )1( 在Y 中，这样就证明

了凸性。 

为了证明规模报酬不变，我们必须证明如果 y在Y 中，则 sy（其中 0>s ）也在Y 中。 

给定任何 0>s ，令 n为满足 1−≥≥ nsn 的非负整数。由可加性可知， ny在Y 中；由于
1/ ≤ns ，根据可分性可知， synyns =)/( 在Y 中。这样就证明了规模报酬不变。 

1.11 对于每个必要投入集，确定它是正则的（regular）、单调的和/或凸的。假设参数a和b
以及产量水平都是严格正的。 

（a） }log,log:,{)( 2121 ybxyaxxxyV ≥≥=  
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（b） }0,:,{)( 12121 ≥≥+= xybxaxxxyV  

（c） }:,{)( 221121 ybxxxaxxxyV ≥++=  

（d） }:,{)( 2121 ybxaxxxyV ≥+=  

（e） })1(,)1(:,{)( 2121 byxayxxxyV ≥−≥−=  

（f） }:,{)( 221121 ybxxxaxxxyV ≥+−=  

（g） }3),min(:,{)( 21121 yxxxxxyV ≥+=  

【知识回顾】 

单调性：若 x在 )(yV 中且 xx ≥′ ，则 x′也在 )(yV 中。 

凸性：若 x和 x′都在 )(yV 中，则 xttx ′−+ )1( 也在 )(yV 中，其中 10 ≤≤ t 。也就是说 )(yV

是个凸集（convex set）。 

正则性：对于所有 0≥y ， )(yV 是闭的非空集合。 

【参考答案】 

（a）这个集合对于所有 0>y 是闭的和非空的（如果要素投入可为负），因此是正则的。等

产量线类似里昂惕夫技术，唯一的区别是我们用 ylog 而不是 y衡量单位产量。由此可知该

技术是单调的和凸的。 

（b）这个必要投入集是非空的但是开的，因此不是正则的；它是单调的和凸的。 

（c）该必要投入集为非空且为闭的，因此是正则的。函数 ),( 21 xxf 的偏导数都是正的，因

此，该技术是单调的。为了使等产量线凸向原点，只要生产函数为凹函数即可（注意凹函数

是等产量线凸向原点的充分但非必要条件）。为了检验这一点，使用生产函数的二阶导数构

建一个矩阵，看看它是不是负半定的。Hessian矩阵的第一个主子阵的行列式必定为负，第

二个主子式的行列式必定是非负的。检验可知，结果的确是这样的，因此题目中的必要投入

集为凸的。 

（d）是正则的，单调的和凸的； 

（e）它是非空的，但它无法生产任何 1>y 的产量。它是单调的和弱凸的。 

（f）它是正则的。为了检验单调性，将生产函数写出来 221121 ),( bxxxaxxxf +−= ，则

2/1
2

2/1
11 2

1
/ xxaxf −−=∂∂ 。只有当 12 /

2
1

xxa > 式，这个偏导数才为正，因此题目中的这

个必要投入集并不总是单调的。 

现在来看 ),( 21 xxf 的 Hessian矩阵，它的行列式为零，第一个主子式为正，因此 f 不是凹的。
但这不能说明必要投入集不是凸的。但是由于 f 是凸的，因此所有具有下列形式的集合 

}:,{ 221121 ybxxxaxxx ≤+−  

都是凸的。注意到上述凸集除了边界上的点之外，它是我们题目中必要投入集的补集。作为
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凸集的补集，题目中的必要投入集不可能是凸的。 

（g）这个函数是一个线性函数加上一个里昂惕夫函数，因此它具有这两类函数的性质，当

然包括正则性、单调性和凸性。 

 

1.12 为简单起见，线性齐次生产函数通常用“人均”（per capita）表示，方法很简单：将函

数表达式中的一种生产要素作为公因子提取出来（这种要素通常为劳动，因此说人均）。 

例如，考虑函数 ),( 21 xxfy = ，其中 ),( 21 xxf 是一次齐次的。如果将 2x 提取出来，可
以定义如下的新函数 )(Xφ ： 

)()1),/(( 2212 XxxxfxY φ≡=                      （1） 

其中， 21 / xxX ≡ ，或者， )()/( 2 XxY φ= 是以 2x 表示的人均生产函数（per capita production 

function）。 

（a）在产品 y的价格为 1 的假设前提下，将利润最大化条件表达为含有 21,ww 和 )(Xφ 的

式子。 

（b）证明 

)()(
)]()()[(

XXX

XXXX

φφ
φφφσ

′′
′−′

=                       （2） 

（c）证明如果 ),( 21 xxf 是一个标准的 CES生产函数，即 

ρρρ /1
2121 ))1((),( xaaxxxfy −+==  

证明(b)中的表达式将为 

)1/(1 −= ρσ                          （2′） 

【参考答案】 

（a）利润最大化问题为 221121 ),(max xwxwxxpf −− ， 1=p ，利润最大化的一阶条件为 

)()(
)]([),( 1

22
1

2

1

21
1 XxXx

x

Xx

x

xxf
w φφφ ′=′=

∂
∂=

∂
∂= −                               （3） 

)()()/)(()(
)]([),(

21
2

2

2

21
2 xXXxxXx

x

Xx

x

xxf
w φφφφφ ′−=′−=

∂
∂=

∂
∂=             （4） 

（b）鉴于（a）中的 1w 和 2w 的表达式形式，先求 1−σ 是方便的 
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)(

)(
)(

)(

/
)/(

2

21

211

φφφ
φφ

φ
φφ

φφ
φφφφφ

σ

′−′
′′

=

′
′−

′−
′′′+′′′−=

∂
∂=−

X

X

XX

X

XX

ww

x

x

ww

 

所以，

)()(
)]()()[(

XXX

XXXX

φφ
φφφσ

′′
′−′

= 。 

（c）对于标准的 CES函数 

ρρφ /1)]1([()( aaXX −+=                      （6） 

从（3）和（4）可知 

ρφφ −=′= 1
1 )/)(()( XXaXw                                

ρφφφφ −−=′−= 1
2 )/)(()()()( XXaXXxXXw  

因此， X
a

X

w

w −=
−

ρ
ρ

φ)(
1

1

2                       （7） 

最后，使用（6）式，可得 

ρ
ρ

ρ
ρ

−
−− −=−−+= 1

11

1

2 )
1

()1)(()( X
a

a
Xa

a

X
aX

a

X

w

w
 

而且，由于 

)()()( 2X

X

X
aX

φφφφ ρ −′
=′′ −  

注意到 )1)(()/( 2 ρφφφφφ ρ −−′
=′′ −

X

X
XaX  

由（2）式可知， 

1
1)(
−

=
′′

′−′
=

ρφφ
φφφσ

X

X
 

 

1.13 假设有两种产品：投入品 z和产出品q。生产函数为 )(zfq = 。假设生产函数 )(⋅f 是

规模报酬递增的。 

（a）假设 )(⋅f 是可微的，那么 )(⋅f 规模报酬递增是否意味着平均产量随着投入增加是非递

减的？边际产量的情形又是如何的？ 

（b）假设存在一个代表性消费者，他的效用函数为 zqu −)( （负号表示从他那里拿走投入

品）。假设 )(zfq = 是个生产计划，它的目标是使代表性消费者的效用最大化。请以数学形
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式或经济学形式（不需要考虑边界解）说明这个最大化问题的必要条件为边际效用等于边际

成本。 

（c）在（b）中，边际效用等于边际成本也是该最大化问题的充分条件吗？ 

【参考答案】 

（a）生产函数 )(⋅f 规模报酬递增当且仅当 )()( zfzf λλ ≥ 对于所有 z和所有 1≥λ 成立。因

此，如果 0>≥′ zz ，那么 

)()/1()()/)(/1(])/[()/1()()/1( zfzzfzzzzzzfzzfz =′′≥′′=′′′  

因此平均产量是非减的。然而，边际产量可能在某个产量区间递减，如图 1所示。 

 

图 1:规模报酬递增不意味着边际产量递增 

（b）消费者的最大化问题为 

zzfu
z

−
≥

)((max
0

 

一阶必要条件为 1)()]([( =′′ zfzfu ，变形可得

1)]([)]([( −′=′ zfzfu 。由于成本函数为

)(1 qfz −= ，边际成本等于

1)]([ −′ zf ，因此边际成本等于边际效用是这个最大化问题的必

要条件。 

 （c）不是。即使在某个投入水平上边际成本和边际效用相等，也可能存在着使得消费者效

用更高的另外一个投入水平。原因在于当生产函数为规模报酬递增（它产生的可行集是非凸

的）时，一阶必要条件不是充分条件。请自行画下图。 
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2 利润最大化 
 

经济利润的定义为企业的收入减去成本。在计算利润时应确保所有的成本都已被包含进

来。如果某人开了个小卖部，而且他也在这个小卖部工作，他的工资应该算作成本。如果一

帮人借钱给企业使用，企业承诺按月偿还，则支付的利息应视作生产的成本。 

企业的收入和成本都取决于企业自身的行为。这些行为有多种形式：实际生产活动；购

买生产要素；购买广告等。在比较抽象的水平，我们可认为企业参与种类繁多的活动。我们

将收入写为n种活动水平的函数，即 ),...,( 1 naaR ，类似地，成本函数为 ),...,( 1 naaC 。 

对企业行为的大多数经济分析都要做一个基本假设，即假设企业的目标是利润最大化；

也即是说，企业选择行为 ),...,( 1 naa 使得 ),...,(),...,( 11 nn aaCaaR − 最大。这个行为假设将

贯穿本书。 

即使在如此广泛的意义上，利润最大化仍有两个基本原理。第一条原理可运用微积分

直接得出，企业的利润最大化问题可以写为 

),...,(),...,(max 11
,...,1

nn
aa

aaCaaR
n

−  

简单运用一下微积分可知，最优活动集 ),...,( **
1

*
naa=a 由下列条件决定 

ni
a

C

a

R

ii

,...,1
)()( **

=
∂

∂=
∂

∂ aa
. 

这些条件符合直觉：若边际收入大于边际成本，则应该增加活动水平；若边际收入小于边际

成本，则应该降低活动水平。 

这个刻画利润最大化的基本条件有几种具体的解释。例如，企业的一种决策是选择产

出水平。这个条件告诉我们，企业选择的产量应使得再额外多生产一单位产量的边际收入和

边际生产成本相等。企业的另外一种决策是决定具体要素的投入量，比如劳动雇佣量。这个

条件告诉我们，企业选择雇佣的劳动量应使得再额外雇佣一单位劳动的边际产出等于雇佣这

个额外一单位劳动的边际成本。 

利润最大化的第二个基本条件是，长期利润相等的条件。假设两家企业的收入函数和

成本函数都相同。那么显然在长期这两家企业的利润应该相等，因为每家企业可以模仿另外

一家企业的行为。这个条件非常简单，但是它的应用意义却非常强大。 

为了更具体地应用这些条件，我们需要将收入函数和成本函数分解为更基本的部分。

收入由两部分组成：企业每种产品的销量乘以相应产品的价格。成本也由两部分组成：企业

每种要素的使用量乘以相应要素的价格。 

企业利润最大化问题因此可以分解为以下两个问题：一是价格决定问题，即如何决定

产品的价格和要素的价格；二是数量决定问题，即产量和要素使用量的决策。当然，它不能
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单方面地设定价格以及设定活动水平。在决定最优决策时，企业受到两类约束：技术约束和

市场约束。 

技术约束

．．．．

（technological constraints）是和生产方案可行性有关的约束。我们在上一章

已经介绍了描述技术约束的方法。另外，企业在市场中会受到其他行为人的活动的影响，由

此产生的对该企业的约束称为市场约束

．．．．

（market constraints）。例如，购买该企业产品的消

费者对某既定数量的产品只愿意支付一定的价格；类似地，企业的供应商对生产要素的价格

也会提出要求，若价格过低，他们不会供给生产要素。 

当企业决定它的最优行为时，它必须考虑这两类约束。然而，最好将这两类约束分别

研究。因此，在下面几节研究的企业，我们假设企业将表现出最简单的市场行为，即价格接

受者的行为。我们假设每个企业都把价格视为它的利润最大化问题的外生的、给定的变量。

因此，企业只需要关心决定利润最大化的产出和投入水平。这样的价格接受企业通常称为竞

争性企业。 

为什么把这样的企业称为竞争性企业？我们稍后再来分析这个问题。然而，此处我们

可以简要指出在哪些情形下价格接受行为才是合理的模型。假设消费者都是信息灵通的

（well-informed），再假设很多这样的消费者购买某种同质产品，而且这种产品的生产企业

的数量也很多。现在你就清楚了：所有企业对这种产品必须索要相同的价格——索要价格高

于现行市价的任何企业将会立即失去所有的消费者。因此，每个企业在制定它的最优决策时，

必须认为市场价格是外生给定的。我们在本章将分析，在市场价格给定的情形下，企业对生

产方案的最优选择决策。 

 

2.1利润最大化 

假设企业在产品市场和它使用要素的市场都是价格接受者。令p表示企业的投入和产出

的价格向量

（一）

。企业的利润最大化问题可以表示为 

pyp max)( =π  

使得y在Y 中 

由于产出是用正数衡量，投入是用负数衡量，该问题的目标函数就是利润：收入减去成本。

函数 )(pπ 将最大利润作为价格向量的函数，这个函数称为企业的利润函数

．．．．

。 

利润函数有几种有用的变形(variants)。例如，如果我们分析的是短期最大化问题，我们

可定义短期利润函数，有时也称为受约束

．．．

的利润函数

．．．．．

（restricted profit function）: 

 

pyzp max),( =π  

                                                        
（一） 通常，我们将价格向量视为行向量，而把产品或要素数量向量视为列向量。 
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使得y在 )(zY 中 

如果企业只生产一种产品，利润函数可以写为 

wxxw −= )(max),( pfpπ  

其中 p现在为产品的（标量）价格，w为要素的价格向量，投入用（非负）向量 ),...,( 1 nxx=x

衡量。在这种情形下，我们可以定义受约束利润函数的一种变体，即成本函数 

wxywc min),( =  

使得 x在 )(yV 中. 

在短期，我们可能想要分析受限或者短期成本函数 

wxzywc min),,( =  

使得 ),( xy − 在 )(zY 中. 

成本函数表示要素价格为w时，生产 y单位产品的最小成本。由于在这个问题中，只有要

素价格被视为外生变量，因此我们可用成本函数分析下列这种企业的行为：企业在要素市场

为价格接受者，但在产品市场不是价格接受者。我们在分析垄断行为时将用到这个工具。 

利润最大化行为的特征可用微积分进行刻画。例如，企业产品只有一种时，它的利润

最大化问题为 

.,...,1
)( *

niw
x

xf
p i

i

==
∂

∂
 

这个条件是说每种要素的边际产量的价值必定等于该种要素的价格。使用向量符号可以把上

述条件写得更紧凑些 

.)( * wxpDf =  

其中 

)
)(

,...,
)(

()(
*

1

*
*

nx

xf

x

xf
xDf

∂
∂

∂
∂=  

是 f 的梯度（gradient）: f 对它的各个变量的一阶偏导数。 

一阶条件表明“每种要素的边际产量的价值必定等于该要素的价格。”这只是我们前面

说过的最优法则的一种特殊情形：每种行为的边际收入必定等于它的边际成本。 

这个一阶条件也可以同图形表示。考虑图 2.1画出的生产可能集。在这个二维情形下，

利润表达式为 wxpy −=∏ 。若 p和w固定不变，则该函数的水平集（level sets）是一条

直线，该直线的表达式为 xpwpy )/(/ +∏= 。这条直线称为等利润线(isoprofit line)。该等

利润线的斜率为以单位产品价格衡量的工资；纵截距为以单位产品价格衡量的利润。 
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追求利润最大化的企业希望在生产集中找到一点，使得该点的利润水平最大——这一

点所在的等利润线的纵截距最大。由图可知，这样的最优点可用相切条件刻画： 

p

w

dx

xdf =)( *

. 

在二维情形下，容易看出利润最大化的二阶条件，也就是说生产函数对投入的二阶导

数必定是非正的： 

0
)(

2

*2

≤
dx

xfd
. 

在图形上，这表示在利润最大化的那一点

*x ，生产函数必定位于它的切线以下；也就是说，

它必定是“局部凹的”（locally concave）。我们通常假设二阶导数严格为负。 

 

 

图 2.1：利润最大化利润最大化利润最大化利润最大化。利润最大化的投入量发生在等利润线的斜率等于生产函数的斜率之处。 

 

类似的二阶条件在多投入的情形下也是成立的。在这种情形下，利润最大化的二阶条

件是生产函数二阶导数的矩阵在最优点必定为负半定（negative semidefinite）；也就是说，

二阶条件要求海赛矩阵（Hessian matrix） 

)
)(

()(
*2

*2

ji xx

xf
xfD

∂∂
∂=  

必须满足下列条件：对所有向量h都有 0)( *2 ≤thxfhD 。（上标 t表示矩阵的转置。）注意，

若投入只有一种，则海赛矩阵是个标量，这个条件简化为我们前面说过的单一投入情形下的

二阶条件。 

在图形上，要求海赛矩阵为负半定意味着生产函数在最优点的领域内必定为局部凹的，

也就是说，生产函数在必定位于它的切超平面（tangent hyperplane）之下。 
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在很多应用中，我们关心的是正常的最大化（a regular maximum），因此需要检验的条

件为海赛矩阵是否为负半定。在第 26章，我们指出检验海赛矩阵为负半定的必要和充分条

件是海赛矩阵的前主子式（leading principal minors）的正负号必须为交替改变。这个代数条

件在检验二阶条件时有时比较有用，下面我们将看到这一点。 

 

2.麻烦 

对于每个价格向量 ),( wp ，通常会存在要素的最优选择

*x 。要素最优选择是价格向量

的函数，这个函数称为企业的要素需求函数。我们将该函数记为 ),( wpx 。类似地，函数

)),((),( wpxfwpy = 称为企业的供给函数。我们通常假设这些函数是定义清晰和良好性状

的（well-behaved），但是有必要考虑它们不满足这两个条件时的问题。 

首先，生产技术有可能不能用可微分的生产函数表示，因此就不能再使用导数工具。里

昂惕夫技术就是这样的例子。 

其次，上面推导出的微积分条件，只有当选择变量在最优选择的一个开邻域内变动才

合理。在很多经济问题中，变量自然为非负的；如果某些变量在最优选择处的值为零，上述

微积分条件可能是不合适的。上述微积分条件只对内部解（interior solutions）有效，内部解

是指每种要素的使用量是正的。 

如果想要最优解包含边界解（boundary solutions），那么必须对上述微积分条件进行修

改，但是这并不难做到。例如，如果我们在利润最大化问题中限定 x为非负，则可以证明，

相关的一阶条件为 

0
)( ≤−

∂
∂

i
i

w
x

xf
p   若 0=ix  

0
)( =−

∂
∂

i
i

w
x

xf
p   若 .0>ix  

   因此，增加 ix 使用量带来的边际利润必为非正，否则企业就会增加 ix 的使用量。若

0=ix ，则增加 ix 使用量带来的边际利润可能为负——这就是说，企业会减少 ix 的使用量。

但是由于 ix 已经为零，继续减少显然是不可能的。最后，若 0>ix ，即非负约束这个条件

没有起到约束作用，这种情形就是通常的内部解的条件。 

涉及非负约束或其他类型的不等式约束的最优化问题，可用库恩-塔克(Kuhn-Tucker)定

理求解。请参考第 27章。在成本最小化那一章，我们将举例说明如何运用这一定理。 

第三个问题是可能不存在利润最大化的生产方案。例如，考虑生产函数为 xxf =)( 的

情形，因此一单位 x可以生产一单位产出。不难看出，对于 wp > ，不存在利润最大化的方

案。当 wp > 时，如果你想要最大化 wxpx − ，你会选择无限大的 x。只有当 wp ≤ 时，利

润最大化的生产方案才会存在，在这种情形下，最大化利润为零。 
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事实上，任何规模报酬不变的技术都存在与上述相同的现象。为了证明这一点，假设

我们找到了某个 ),( wp ，其中最大利润为严格正： 

.0)( *** >=− xwxxpf  

假设我们按比例增加产出，乘子为 1>t ；我们的利润为 

.])([)( ****** xtxwxxpftwtxtxpf >=−=−  

这意味着，如果利润为正，那么利润可以做得更大。因此，利润是无边界的，在这种情形下

不存在利润最大化的生产方案。 

   从这个例子明显可以看出，规模报酬不变企业唯一的非平凡（nontrivial）利润最大化之

处是零利润之处。如果企业的产量为正但利润为零，那么它在不同产量之间是无差异的。 

    这带来了第四个难题：即使存在利润最大化的方案，这样的方案也不是唯一的。如果对

于规模报酬不变的技术， ),( xy 产生的最大利润为零，那么 ),( txty 也会产生零利润，因此也

是利润最大化的。在规模报酬不变的情形下，如果对于 ),( wp 存在利润最大化的选择，则通

常存在着一系列能使利润最大化的生产方案。 

 

例子：柯布-道格拉斯技术的利润函数 

考虑

axxf =)( ，其中 0>a 类型的生产函数的利润最大化问题。一阶条件为 

wpaxa =−1
， 

二阶条件可以化简为 

.0)1( 2 ≤− −axapa  

二阶条件只有当 1≤a 时才能满足，这意味着为使竞争利润最大化有意义，生产函数必

定有规模报酬不变或递减的时候。 

如果 1=a ，一阶条件简化为 wp = ，因此当 pw = 时， x的任何值都是利润最大化的

选择。当 1<a 时，我们使用一阶条件求解要素需求函数 

.),(
1

1

−








=
a

ap

w
wpx  

供给函数为 

.)),((),(
1−








==
a

a

ap

w
wpxfwpy  

利润函数为 
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.
1

),(),(),(
1

1

−
















 −=−=
a

ap

w

a

a
wwpwxwppywpπ  

 

2.3需求函数和供给函数的性质 

将投入和产出的最优选择作为价格的函数，分别称为要素需求函数和产品供给函数。这

些函数是既定形式最大化问题（利润最大化问题）的解的事实，意味着需求函数和供给函数

的行为受到某些限制。 

例如，容易看出，如果将所有价格同乘以一个正数 t，使利润最大化的要素投入向量不
会变动。（你能严格证明这个结论吗？）因此，要素需求函数 ),( wpxi ，其中 ni ,...,1= ，必

然满足下列限制 

),(),( wpxtwtpx ii = . 

换句话说，要素需求函数必定是零次齐次函数。这个性质是利润最大化行为的一个重要应用：

某个行为是否来自利润最大化行为的快速检查方法，是判断需求函数是否为零次齐次的。如

果不是，那么该企业不可能是在最大化自己的利润。 

我们还想找出需求函数的其他类似限制。事实上，我们想找到这类限制的一个完整名

单。这样的名单有两个用途。首先，我们可以将它用于分析关于利润最大化企业对经济环境

变化的反应的理论论断。例如，有这样一个论断：“如果所有价格都变为原来的二倍，追求

利润最大化企业的要素需求和商品供给水平都不会变动。”根据前面的分析可知，这是正确

的。其次，我们可用这些限制实证地分析企业的行为是否符合利润最大化模型。如果我们观

测到某个企业在所有价格变为原来的二倍时，它的需求和供给改变但其他事项都未变，我们

可以推断（可能不情愿地）该企业不是一个利润最大化者。 

因此，无论是出于理论还是实证角度的考虑，都有必要确定需求函数和供给函数的性

质。我们使用三种方法解决这个问题。第一种方法是分析刻画最优选择的一阶条件。第二种

方法是直接分析需求函数和供给函数的最大化的性质。第三种方法是分析利润函数和成本函

数的性质并且将这些性质和需求函数关联起来。这种方法有时称为“对偶方法”（dual 

approach）。上述每一种分析最优化行为的方法对于经济学中其他类型的问题的分析都是有

益的，相关的操作方法需要认真学习。 

经济学家将一个经济变量如何对经济环境变化作出反应的这种分析，称为比较静态分

析（comparative statics）。例如，我们可以提问：追求利润最大化的企业的产量供给如何随

着产品价格的变化而变化的？这是供给函数静态分析的一部分内容。 

术语 “比较”是指比较经济环境变化“之前”和“之后”的情形。术语“静态”是指

在所有的调整都进行完之后才进行比较，也就是说，我们是将一种均衡状态和另外一个均衡

状态进行比较。 
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其实，术语“比较静态”的说法不够好，似乎只有经济学家这么说。这类分析的一个

更好的称呼是敏感性分析

．．．．．

（sensitivity analysis）。这种叫法的额外好处在于，这个术语在其

他研究领域也实用。然而，由于比较静态的叫法在经济学中已称为一个传统，在经济分析中

已根深蒂固，任何试图改变这种称呼的做法可能都是徒劳的。 

 

2.4使用一阶条件进行比较静态分析 

    我们首先分析一种简单的情形：追求利润最大化的企业使用一种要素生产一种产品。该

企业面对的最大化问题为 

.)(max wxxpf
x

−  

如果 )(xf 是可微的，需求函数 ),( wpx 必定满足一阶条件和二阶条件 

.0)),((

0)),((

≤′′
≡−′

wpxfp

wwpxfp
 

注意，这些条件关于 p和w恒成立。根据定义可知 ),( wpx 是在企业在 ),( wp 时的利润

最大化选择，因此 ),( wpx 必定满足利润最大化的一阶条件。由于一阶条件是个恒等式，我

们可以将其对w微分，从而得到 

.01
),(

)),(( ≡−′′
dw

wpdx
wpxfp  

假设这个最大化问题是正则的（regular），因此 )(xf ′′ 不等于零，将上式两侧同除以

)(xf ′′ 可得 

.
)),((

1),(
wpxfpdw

wpdx
′′

≡                     （2.1） 

这个式子告诉我们，要素需求函数 ),( wpx 对w的变动是如何反应的。首先，它明确地

将 dwdx / 表达为生产函数的函数。如果生产函数在最优点的领域内非常弯曲，从而二阶导

数的数值比较大，那么要素需求随要素价格变动而变动的程度就较小。（你可以模仿图 2.1

画图验证一下这个结论。） 

其次，它让我们知道导数的符号：由于最大化问题的二阶条件意味着，生产函数的二

阶导数 )),(( wpxf ′′ 是负的，（2.1）式意味着 dwwpdx /),( 也为负。换句话说：要素需求曲

线向下倾斜。 

对一阶条件求微分的程序同样适用于当投入要素有多种的情形。为简单起见，我们以

两种要素为例进行分析。为了简化符号，我们将产品价格标准化为 1即 1=p ，重点分析要

素需求行为如何随要素价格的变动而变动。要素需求函数必定满足一阶条件 
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上面两个式子对 1w 求导可得 
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类似地，对对 1w 求导可得 
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将上面四个式子用矩阵的形式表示可得 
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假设这个最大化问题的解是正则的。这意味着 Hessian矩阵为严格负定的，因此是非奇异的

（nonsingular）。（这个假设类似于一维情形下的假设 0)( <′′ xf 。）求解上述矩阵表达式中的

一阶导数，可得 
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上式左边的矩阵称为替代矩阵（substitution matrix），这是因为它刻画了当要素价格变

动时，企业如何使用一种要素替代另一种要素的。根据我们的计算可知，替代矩阵只是

Hessian矩阵的逆阵。这个结论有几个重要的应用。 

我们已经知道，（严格）利润最大化的二阶条件是 Hessian矩阵是一个对称的负定矩阵。

从线性代数的知识可知，一个对称的负定矩阵的逆矩阵仍然是一个对称的负定矩阵。这表示

替代矩阵本身必定是一个对称的负定矩阵。特别地： 

1） 0/ <∂∂ ii wx ，其中 2,1=i ，这是因为一个负定矩阵的主对角线上的元素必定是负

的； 
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2） ijji wxwx ∂∂=∂∂ // ，这是由于矩阵是对称的。 

尽管直觉上要素需求曲线的斜率应为负，但是替代矩阵是对称这一事实却不那么明显。

为什么当要素 j的价格变动时企业对要素 i的需求，必定等于当要素 i的价格变动时企业对

要素 j的需求？没有明显的原因…但利润最大化行为暗示这一点必须成立。 

类似的计算适用于投入要素为任意多种的情形。将产品价格标准化为 1即 1=p ，利润

最大化的一阶条件为 

.0))(( ≡− wwxDf  

如果对w求导，可得 

.01)())((2 ≡−wDxwxfD  

从上式求解替代矩阵，可得 

.))](([)( 12 −≡ wxfDwDx  

由于 ))((2 wxfD 是一个对称的负定矩阵，替代矩阵 )(2 wxD 也是一个对称的负定矩阵。这

个表达式显然类似于前文描述的一种要素和两种要素的情形。 

    如果说替代矩阵是负半定的，它的实证内容是什么？我们提供以下解释。假设要素价格

矩阵从w变为 dww + ，则要素需求相应的变动为 

.)( tdwwDxdx =  

上式两侧同乘以dw可得 

.0)( ≤= tdwwdwDxdwdx  

从负半定矩阵的定义可知，上式的符号为非正。我们看到，替代矩阵的负半定性意味着要素

价格变动和要素需求变动的内积必定是非正的，至少对于要素价格的微小变化是这样的。例

如，如果第 i种要素的价格上升，其他价格都不变，则该种要素的需求必定下降。一般来说，

需求量的变动 dx与价格变动 dw的夹角是钝角。大致来说，需求量变动的方向多少和价格

变动的方向“相反”。 

 

2.5使用代数进行比较静态分析 

在这一节我们直接使用利润最大化的定义分析最大化行为的结果。我们使用的分析环

境和上一节稍微有些不同。我们不再使用需求函数和供给函数分析企业的行为，而是假设能

得到企业行为的一些观察值，根据这些观察值进行分析。这种方法能避免微分的冗长计算，

而且这种方法更符合实际。（谁也不曾得到企业行为的无限数据，因此微分方法是有缺陷的。） 

因此，假设我们观测到企业的一组价格向量

tp 和相应的净产出向量 ty ，其中 .,...,1 Tt =
我们将这个集合称为数据数据数据数据

．．

（data）。如果使用前面介绍的净供给函数进行表达，数据就是
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))(,( tt pyp ，其中 .,...,1 Tt =  

我们问的第一个问题是，利润最大化模型能传达出关于数据集的什么信息。如果企业

是追求利润最大化的，那么价格为

tp 时我们观测到的企业对净产出的选择产生的利润，必

定大于或等于其他任何选择产生的利润。我们不知道这种情形下企业的所有所有所有所有

．．

其他可行选择，

但是我们的确知道一些可行选择，也就是说我们可观测到企业的其他选择

sy ，其中

.,...,1 Ts = 因此，利润最大的必要必要必要必要

．．

条件为 

对于所有 t和 Ts ,...,1= ，都有

sttt ypyp ≥ . 

我们将这个条件称为利润最大化弱公理（Weak Axiom of Profit Maximization, WAPM）。 

    在图 2.2A我们画出了违背利润最大化弱公理的两个观察值，而在图 2.2B则画出了符合

该弱公理的情形。 

 

图 2.2：利润最大化弱公理。A图违背了弱公理，因为 1121 ypyp ≥ 。B图符合弱公理。 

利润最大化弱公理是一个简单但非常有用的条件；下面我们推导出一些结果。固定两

个观察期 t和 s，对每一期应用利润最大化弱公理，可得 

0)( ≥− stt yyp  

0)( ≥−− sts yyp  

将这两个不等式相加可得 

.0))(( ≥−− stst yypp  

令 )( st ppp −=∆ 以及 )( st yyy −=∆ ，上式可以简化为 

.0≥∆∆ yp                               （2.2） 

也就是说，价格向量改变与相应的净产出改变的内积必定是非负的价格向量改变与相应的净产出改变的内积必定是非负的价格向量改变与相应的净产出改变的内积必定是非负的价格向量改变与相应的净产出改变的内积必定是非负的

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

。 

例如，如果 p∆ 是向量 )0,...,0,1( ，则（2.2）式意味着 1y∆ 必然是非负的。如果第一种商

品对于企业来说是个产出品，而且因此它的数量为正，则当该商品价格上升时，该商品的供
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给量不可能下降。另一方面，如果第一种商品对于企业来说是投入品，它的数量因此为负，

那么当该商品的价格上升时，该商品的需求量不可能增加。 

当然，（2.2）式只是上一节推导出的 0≥dpdy 的“德尔塔（∆）版本。但是这个版本

的应用性更强，因为它可以应用于所有价格变动，而不只是价格的微小变动。注意，（2.2）

式是直接从利润最大化的定义推导出的，不需要假设生产技术是正则的。 

2.6可还原性 

利润最大化弱公理穷尽了利润最大化的所有意义吗？或者说，利润最大化还蕴涵着一

些其他有用的条件？回答这个问题的一种方法是试图构建一种生产技术，使得该技术能够使

得观察到的企业行为 ),( tt yp 是利润最大化行为。如果我们能对满足利润最大化弱公理的任

何数据集找到这样的一种技术，那么利润最大化弱公理的确穷尽了利润最大化行为的所有意

义。我们将构建与可观测到的选择相一致的生产技术的这种做法称为还原。  

我们将证明，如果一组数据满足利润最大化弱公理，那么总是可以找到某种生产技术

使得可观测到的选择是利润最大化的选择。事实上，总能找到某个闭且凸的生产集Y 。本节

剩下的部分将介绍这个论断的大致证明过程。 

我们的任务是构建一个生产集，使得这个生产集产生的可观测到的选择 ),( tt yp 为利润

最大化的选择。事实上我们将构建两个这样的生产集，一个充当实际技术的“内部边界”，

另外一个作为实际技术的“外部边界”。我们先构建内部边界。 

假设真正的生产集Y 为凸且单调的。由于Y 必然包含 ty ，其中 Tt ,...,1= ，自然可以将

内部边界取为包含

Tyy ,...,1
的最小的凸且单调的集合。这个集合称为点

Tyy ,...,1
的凸单调

包，我们将其表示为 

YI = },...,1:{ Tty t = 的凸单调包 

集YI如图 2.3A所示。 

 

图 2.3：集YI和集YO。集YI是可能成为与数据相符的生产集的最小凸单调包。集YO是可

能成为与数据相符的生产集的最大凸单调包。 
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容易证明对于技术YI ， ty 是价格为 tp 时的利润最大化的选择。我们所做的工作就是

检验对于所有 t， 

ypyp ttt ≥ 对于YI中的所有 y都成立. 

假设事实并非如此。那么对于某个观测 t，YI中存在某个 y满足 ypyp ttt < 。但是仔

细看下图你就知道必定存在某个观测 s使得 sttt ypyp < 。但这个不等式违背了利润最大化

弱公理。 

因此集YI合理解释了（rationalize）观测到的行为，因为它是产生这种行为的一种可能

技术。不难看出YI必然包含于产生该观测行为的任何凸技术之内：如果Y 产生了上述观测
到的行为而且还是凸的，那么它必定包含观测到的选择

ty ，这些点的凸包是最小的这样的

集合。在这种意义上，YI该处了能产生这些观测到选择的实际技术的“内部边界”。 

我们自然会问能否找到这个“实际”技术的外部边界？也就是说，我们能否找到某个

集合YO，使得这个集合能包含与观测到的数据相一致的任何技术？ 

回答这个问题的技巧是将不可能在实际技术中的所有点排除，然后将剩下的一切作为

这个集合。更准确地说，我们把NOTY （即不是 Y）定义为 

ttt ypypyNOTY >= :{ 对于某个 t }.  

NOTY 包含所产生的利润高于观测到选择的所有净产出束。如果企业是追求利润最大

化的，这样的产出束在技术上是不可行的，否则企业必定已经选择了这些产出束。因此，我

们取NOTY 集的补集就得到了 Y的外部边界。 

ttt ypypyYO ≤= :{ 对于所有 }.,...,1 Tt =  

集 YO如图 2.3B所示。 

为了证明 YO 合理解释了观测到的行为，我们必须证明这些观测到选择的利润至少和

YO 中的任何其他 y一样大。假设不是。那么存在某个 ty 使得 ypyp ttt < 对于 YO 中的某

个 y成立。但是这违背了 YO的上述定义。 

从我们对 YO 的构建方法可知，它必定包含于数据 )( ty 相一致的任何生产集。因此，

YO和 YI 构成了产生这些数据的真正生产集的最紧贴的内部和外部边界。 
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如果你想学习更多的比较静态方法，请参考 Silberberg（1974）和 Silberberg（1990）。

本章的代数方法是受 Afriat（1967）和 Samuelson（1947）；更进一步的探讨请参阅 Varian（19 

82b)。 

 

 

2.1 使用 Kuhn-Tucker定理推导利润最大化条件和成本最小化的条件，要求这些条件对边

界解（即某要素使用量为零）也适用。 

2.2证明对于规模报酬递增的技术如果存在产生正利润的某个点，那么利润最大化的点通

常是不存在的。 

2.3 计算技术 axy = （其中 10 << a ）的利润函数，验证它关于 ),( wp 是齐次的和凸的。 

2.4 令 ),( 21 wwf 表示含有两种要素的生产函数， 21,ww 分别为这两种要素的价格。证明

要素份额 )/( 1122 xwxw 关于 )/( 21 xx 的弹性为 1/1 −σ 。 

2.5证明要素份额关于 )/( 12 ww 的弹性为 .1 a−  

2.6令 )/( tt yp 表示满足利润最大弱公理的一组观察到的选择，其中 Tt ,...,1= ，令 YI 和

YO分别为真实生产集Y的内部边界和外部边界。令 )( p+π 是与YO相伴的利润函数， )( p−π
是与 YI 相伴的利润函数， )( pπ 是和 Y 相伴的利润函数。证明对于所有的 p ，都有

)()()( 1 ppp −+ ≥≥ πππ 。 

2.7 生产函数 220)( xxxf −= ，产品价格已标准化为 1。令w表示要素 x的价格。 0≥x 。 

（a）如果 0>x ，利润最大化的一阶条件是什么？ 

（b）w取何值时， x的最优数量为零？ 

（c）w取何值时， x的最优数量为 10？ 

（d）求要素需求函数。 

（e）求利润函数。 

（f）求利润函数关于w的导数。 

 

习题习题习题习题    

注释注释注释注释    
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3 利润函数 
 

给定任何生产集 Y，我们已经知道如何计算利润函数 )( pπ ，该利润函数告诉我们企业

在价格 p时能达到的最大利润。从利润函数的定义可以直接推导出它的若干重要的性质。这

些性质对于分析利润最大化行为非常有用。 

我们已经知道，利润函数是净产出价格向量的函数，在价格一定的情形下，它是企业

能够实现的最大利润： 

pyp
y

max)( =π  

从数学推导的角度来说，重要的是该问题中的目标函数是价格的线性函数。 

 

3.1 利润函数的性质 

我们开始分析利润函数的性质。要记住这些性质仅是通过利润最大化假设就能推导出

的。不需要凸性、单调性或其他类型的正规性假设。 

利润函数的性质

．．．．．．．

 

1）对产出价格的非递减对产出价格的非递减对产出价格的非递减对产出价格的非递减性性性性以及对投入价格的非递增性以及对投入价格的非递增性以及对投入价格的非递增性以及对投入价格的非递增性。如果对于所有产出都有 ii pp ≥′ 并

且对于所有投入都有 jj pp ≤′ ，则 ).()( pp ππ ≥′  

2）对于价格对于价格对于价格对于价格 p是一次齐次的是一次齐次的是一次齐次的是一次齐次的。对于所有 0>t ，都有 ).()( pttp ππ =  

3）对于价格对于价格对于价格对于价格 p是凸的是凸的是凸的是凸的。令 pttpp ′−+=′′ )1( ，其中 10 ≤≤ t 。 

则 ).()1()()( ptptp ′−+≤′′ πππ  

4）对于价格对于价格对于价格对于价格 p是连续的是连续的是连续的是连续的。函数 )( pπ 是连续的，至少当 )( pπ 为良好定义以及 0>ip （其

中 ni ,...,1= ）时是这样的。 

证明。我们再次强调，这些性质直接可以从利润最大化函数的定义推导出，而不需要借

助生产技术的任何其他假设。 

1）令 y是当价格为 p时的企业利润最大化的净产出向量，因此 pyp =)(π ；令 y′是当
价格为 p′时的企业利润最大化的净产出向量，因此 ypp ′′=′)(π 。于是根据利润最大化的

定义可知， ypyp ′≥′′ 。根据假设，当 0≥iy 时， ii pp ≥′ 以及当 0≤jy 时， jj pp ≤′ ，我们

有 pyyp ≥′ 。将这两个式子放在一起可得， )()( ppyypp ππ =≥′′=′ ，这正是我们想证明

的。 

2）令 y是当价格为 p时的企业利润最大化的净产出向量，因此 yppy ′≥ 对于 Y 中的

所有 y′都成立。由此可知，对于任意 0≥t ， ytptpy ′≥ 对于 Y中的所有 y′都成立。因此，
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当价格为 tp时， y也能使得企业的利润最大化。因此 ).()( pttpytp ππ ==  

3）令 y当价格为 p时使企业利润最大； y′当价格为 p′时使企业利润最大； y ′′ 当价格
为 p ′′ 时使企业利润最大。于是我们有 

.)1())1(()( yptytpypttpypp ′′′−+′′=′′′−+=′′′′=′′π        （3.1） 

根据利润最大化的定义，可知 

)( pttpyytp π=≤′′  

).()1()1()1( ptyptypt ′−=′′−≤′′− π  

将这两个不等式相加并且使用（3.1）式，可得 

).()1()()( ptptp ′−+≤′′ πππ  

4） )( pπ 的连续性可以从第 27章的最大化定理推导出。■ 

利润函数对于价格是一次齐次函数以及对产出价格是递增的，这一事实并不特别令人

奇怪。另一方面，凸性的性质倒不是那么明显。尽管这一事实不明显，但凸性的结果有充足

的经济学理由，凸性有着重要的应用。 

考虑利润对（versus）单一产品价格的图形，其中要素价格既定不变，如图 3.1 所示。

在价格向量为 ),( ** wp 时，利润最大化生产方案 ),( ** xy 产生的利润为

**** xwyp − 。假设 p

上升，但是企业继续使用与前述相同的生产方案 ),( ** xy 。将这种被动行为产生的利润成为

“被动利润函数”（passive profit function），并且用 ***)( xwpyp −=Π 表示。容易看出这个

被动利润函数是一条直线。最优生产方案产生的利润必定至少和被动生产方案一样大，因此，

)( pπ 的图形必然位于 )( pΠ 上方。类似地结论对于任何价格 p都成立，因此，利润函数必

然在每一点都位于它的切线上方，由此可知 )( pπ 必定是凸函数。 

 

图图图图 3.1：：：：利润函数利润函数利润函数利润函数。。。。随着产品价格上升，利润函数以递增的速率上升。 

利润函数的性质有几个用途。这些性质提供了利润最大化行为可以观测到的应用，我



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 45 

们对此感到满意。例如，假设我们可以得到某个企业的会计数据，而且可以看到当所有的价

格变为原来的 t（ 0>t ）倍时，该企业的利润并不是变为原来的 t倍。继续假设其他的坏境

没有明显的改变，则我们怀疑这样的企业不是追求利润最大化的企业。 

 

例子：价格稳定的效应 

假设某个竞争行业的产品价格是随机波动的。为简单起见，假设它的产品价格为 1p 的

概率为 q，价格为 2p 的概率为 )1( q− 。有人建议该行业应该将价格稳定在平均价格

21 )1( pqqpp −+= 。这对行业中的企业利润有何影响？ 

我们必须比较价格 p波动时的平均利润以及价格为平均价格时的利润。由于利润函数

为凸函数， 

).())1(()()1()( 2121 ppqqppqpq ππππ =−+≥−+  

因此，价格波动时的平均利润至少和价格稳定(stabilization)时的利润一样大。 

乍看起来，这个结论不符合我们的直觉，但是当我们思考一下利润函数为凸函数的经

济学原因，我们就会明白。当价格升高时，每个企业会增加产量，当价格下降时，每个企业

都会减少产量。这样做产生的利润，大于企业在平均价格生产数量固定产品所得到利润。 

 

3.2 从利润函数推导供给函数和需求函数 

如果给定一个净供给函数 )( py ，则不难计算出利润函数。我们只要将净供给函数代入

利润函数，就可以得到 

)()( ppyp =π . 

现在假设给定的是利润函数，让我们求净供给函数。怎么求？有一种简单的求法：对利润函

数微分。这种做法的证明是下一个命题的内容。 

 

Hotelli
．．．．．．．

ng
．．

引理

．．

。（利润函数的可导性）令 )( pyi 是企业对商品 i的净供给函数。则 

ni
p

p
py

i
i ,...,1

)(
)( =

∂
∂= π

 

假设该导数存在而且 0>ip 。 

证明。假设 )( *y 是价格为 )( *p 时的净产出向量，则定义函数 

.)()( *pyppg −= π  

显然，价格为 p时的利润最大化生产方案 y产生的利润，至少和生产方案 *y 产生的利润一
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样大。然而，生产方案

*y 是在价格为 *p 时的利润最大化生产方案，因此函数 )( pg 在

*p 达

到最小值 0。 0>ip 的假设意味着这是个内部最小值。 

最小值的一阶条件意味着 

niy
p

p

p

pg
i

ii

,...,10
)()( *

**

==−
∂

∂=
∂

∂ π
 

由于该式对所有价格

*p 都成立，证毕。■ 

    上面的证明只是图 3.1表示的关系的代数版本。由于“被动”利润线位于利润函数图形

的下方，而且二者在某一点重合，所以这两条线必定在该点相切。但这意味着利润函数在

*p

点的导数，必定等于价格为

*p 时的利润最大化的要素供给： pppy ∂∂= /)()( ** π 。 

 

   上述对可导性（the derivative property）的论证是让人信服的（我希望是！），但是却没多

少启发性。下面的论证可以帮助你理解这个性质是怎么一回事。 

我们考虑产出和投入均只有一种的情形。在这种情形下，利润最大化的一阶条件为 

.0
)( =− w

dx

xdf
p                          （3.2） 

要素需求函数 ),( wpx 必定满足这个一阶条件。 

    利润函数为 

).,()),((),( wpwxwpxpfwp −≡π  

将利润函数对w求导，可得 

).,(
)),((

),(
)),((

wpx
w

x
w

x

wpxf
p

wpx
w

x
w

w

x

x

wpxf
p

w

−
∂
∂






 −
∂

∂=

−
∂
∂−

∂
∂

∂
∂=

∂
∂π

 

将（3.2）代入上式可得 

).,( wpx
w

−=
∂
∂π

 

上式为负源于以下事实：要素的价格上升，利润必定下降。 

这个论证展现了 Hotelling 引理背后的经济合理性。当产品的价格稍微上升时，会产生

两种效应。首先是直接效应：由于价格上升，企业挣得的利润更多，即使它的产量维持在原

来的水平。 

其次是间接效应：产品价格稍微上升会使企业相应稍微增加一些产量。然而，由于产
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量微小增加导致的利润变化必定为零，这是由于我们已经在利润最大化的生产方案上。因此，

间接效应的影响为零，剩下的只是直接效应。你可以使用上述利润函数对 p求导验证一下。 

 

3.3 包络定理 

利润函数的可导性质是包络定理的一种特殊情形，请参见第 27章。考虑一个任意的最

大化问题，其中目标函数取决于某个参数a： 

).,(max)( axfaM =  

函数 )(aM 表明目标函数的最大值是参数a的函数。在利润函数的情形下，a是某个价格；

x为某种要素的需求； )(aM 为利润的最大值，它是价格的函数。 

令 )(ax 是该利润最大化问题的解 x 的值。于是我们也可以将 )(aM 写为

)),(()( aaxfaM = 。这个式子的意思是说，函数的最优值等于函数在最优选择点的值。 

我们通常对 )(aM 如何随着a的变动而变动感兴趣。包络定理告诉了我们这个问题的答

案： 

)(

)),(()(
axxa

aaxf

da

adM
=∂

∂=  

这个式子是说：M 关于a的导数，等于 f 关于a的偏导数在 )(axx = 时的值。这正是上式

右侧竖线的意思。包络定理的证明比较直接，请参见第 27章。（在参见答案之前，你应该自

己证明一下这个结论。） 

我们看看包络定理在一种投入-一种产出的利润最大化问题中的应用。利润最大化问题

为 

.)(max),( wxxpfwp
x

−=π  

包络定理中的参数a在这种情形下为 p或w， )(aM 为 ),( wpπ 。由包络定理可知， ),( wpπ
关于 p的导数，等于目标函数关于 p的导数在最优选择之处的值： 

)).,(()(
),(

),( wpxfxf
p

wp
wpxx ==

∂
∂

=
π

 

上式是企业在价格 ),( wp 时的产品最优供给量。 

类似地， 

),(
),(

),( wpxx
w

wp
wpxx −==

∂
∂

=
π

 

是企业在价格 ),( wp 时的要素最优净供给量。 

3.4 使用利润函数进行比较静态分析 
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本章一开始，我们就证明了利润函数必定满足某些性质。我们已经知道，净供给函数

是利润函数的导数。我们对从利润函数的性质推导净供给函数的性质感兴趣。下面我们逐一

分析这些性质。 

首先，利润函数是价格的单调函数。因此，如果商品 i是投入品，则 )( pπ 关于 ip 的偏

导数为负；如果商品 i是产出品，则 )( pπ 关于 ip 的偏导数为正。这只是我们对净供给符号

采用的一种惯例。 

其次，利润函数是价格的一次齐次函数。我们已经知道，这意味着利润函数的偏导数

必定是零次齐次的。所有的价格变为原来的 t（其中 0>t ）倍，不会改变企业的最优选择，

因此利润也变为原来的 t倍。 

第三，利润函数是价格的凸函数。因此，利润函数π 关于价格 p的二阶偏导数，即Hessian

矩阵，必定是正半定的。但是利润函数的二阶导数构成的矩阵就是净供给函数一阶导数构成

的矩阵。例如，在商品只有两种的情形下，我们有 



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=





















∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

2

2

1

2

2

1

1

1

2
1

2

21

2

21

2

2
1

2

p

y

p

y

p

y

p

y

ppp

ppp

ππ

ππ

 

右侧的矩阵就是替代矩阵：当商品 j的价格变化时，商品 i的净供给如何变化。从利润函数

的性质可知，它必定是一个对称的、正半定的矩阵。 

净供给函数是利润函数的导数的事实，在利润函数的性质和净供给函数的性质之间搭

建了一个桥梁。使用这种关系很容易推导出利润最大化行为的有关命题。 

 

例子：LeChatelier 原理 

下面我们将企业供给行为的短期反应与长期反应进行比较。根据定义，长期与短期相

比，企业可以调整更多的生产因素，因此，在长期企业似乎对价格变化的反应更大。这个根

据直觉得出的命题可以进行严格证明。 

为简单起见，假设产出只有一种，并且假设所有要素的价格是固定不变的。因此，利

润函数仅取决于产出的（标量）价格。定义短期利润函数为 ),( zpSπ ，其中 z是短期中的固

定要素。令 )( pz 表示长期中使利润最大化的要素 z 的需求，因此长期利润函数为

))(,()( pzpp SL ππ = 。最后，令

*p 表示产出的某个既定价格，令 )( ** pzz = 表示产出价格

为

*p 时的要素 z的最优长期需求。 

长期利润总是至少和短期利润一样大，这是因为短期可以调整的要素集是长期可以调

整的要素集的子集。由此可知，对于所有价格 p都有 

.0),())(,(),()()( ** ≥−=−= zppzpzppph SSSL ππππ  
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当价格为

*p 时，长期利润和短期利润的差为零，因此当 *pp = 时 )( ph 达到最小值。所以，

在

*p 处一阶导数必定等于零。根据 Hotelling 引理可知，在 *p 处，每种商品的长期净供给

必定等于短期净供给。 

但是事实不止这些。由于在

*p 处 )( ph 达到最小值，因此在此处 )( ph 的二阶导数必定

是非负的。这意味着 

.0
),()(

2

**2

2

*2

≥
∂

∂−
∂

∂
p

zp

p

p SL ππ
 

再次使用 Hotelling引理，可知 

.0
),()(),()(

2

**2

2

*2

2

**2*

≥
∂

∂−
∂

∂=
∂

∂−
p

zp

p

p

p

zpy

dp

pdy SLSL ππ
 

这个式子表明，与短期相比，在 )( ** pzz = 处，企业长期供给对价格变动的反应至少和短期

供给对价格变动反应一样大。 

 

注释 

利润函数的性质证明归功于 Hotelling(1932)，Hicks（1946）和 Samuelson（1947）。 

 

习题 

3.1.一个竞争性的利润最大化企业的利润函数为 )()(),( 221121 wwww φφπ += 。产品的价格已

标准化为 1。 

（a）对于函数 )( ii wφ 的一阶导数和二阶导数，我们知道些什么？ 

（b）如果 ),( 21 wwxi 是要素 i的需求函数， ji wx ∂∂ / 的符号是什么样的？ 

（c）令 ),( 21 wwf 是产生题目中的这种形式利润函数的生产函数。这个生产函数的形式什

么样的？（提示：注意一阶条件。） 

3.2 考虑由下列这样的技术：对于 1≤x ， 0=y ；对于 1>x ， xy ln= 。计算这种技术的

利润函数。 

3.3 给定生产函数 221121 lnln),( xaxaxxf += ，计算利润最大化的需求函数和供给函数，

计算利润函数，为简单起见假设存在内部解。假设 0>ia 。 

3.4给定生产函数 21
2121 ),( aa xxxxf = ，计算利润最大化的需求函数和供给函数，计算利润函

数。假设 0>ia 。 1a 和 2a 应该满足什么样的限制？ 

3.5 给定生产函数 axxxxf },min{),( 2121 = ，计算利润最大化的需求函数和供给函数，计算

利润函数。a必须满足什么样的限制？ 
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4 成本最小化 
 

在本章我们将研究企业的成本最小化行为。我们对该问题感兴趣的原因有两个：一是

成本最小化提供了对竞争企业的供给行为的另外一种研究方法；二是成本函数可以让我们为

非竞争企业建立模型。而且，成本最小化的分析可让我们了解约束最优化的求解方法。 

 

4.1 成本最小化的微积分分析 

下面我们分析企业在生产既定产量时，如何找到成本最小化生产方法的问题： 

wx
x

min  

使得 .)( yxf =  

我们使用拉格朗日乘数的方法分析这个越睡最小化问题。我们首先写出拉格朗日函数 

))((),( yxfwxxL −−= λλ ， 

将这个式子对每个选择变量 ix 以及拉格朗日乘数λ求导。内部解 *x 的一阶条件为： 

.)(

,...,10
)(

*

*

yxf

ni
x

xf
w

i
i

=

==
∂

∂− λ
 

这些条件也可用向量符号表示。令 )(xDf 表示梯度向量，即由 )(xf 一阶偏导数组成的向量。

我们可以将 0/)( * =∂∂− ii xxfw λ 这个条件写为 

).( *xDfw λ=  

将这些一阶条件中的第 i个条件除以第 j个条件，可得 

.,...,1,
)(

)(

*

*

nji

x

xf
x

xf

w

w

j

i

j

i =

∂
∂

∂
∂

=                   （4.1） 

    上式右侧是技术替代率，即维持产量不变的情形下要素 j替换为要素 i的比率。上式左
侧是经济替代率，即维持成本不变的情形下要素 j替换为要素 i的比率。（4.1）式这个条件

要求技术替代率等于经济替代率。如果二者不等，则存在着某种调整方法，使得生产相同产

量的成本更小。 

例如，假设 
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.
)(

)(

1
1

1
2

*

*

j

i

j

i

x

xf
x

xf

w

w

∂
∂

∂
∂

=≠=  

则如果我们少用一单位要素 i多用一单位要素 j，产出不变但是成本下降了。因为少用一单
位要素 i节省了 2元，多用一单位要素 j多花了 1元，综合效果是成本减少了 1元。 

（4.1）式这个一阶条件也可用图形表示。在图 4.1 中，曲线代表等产量线，直线表示
固等成本曲线。当 y固定不变时，企业的问题是在既定的等产量线上找到成本最小化的点。

等成本曲线 2211 xwxwC += ，可以写为 12122 )/(/ xwwwCx −= 。对于固定的 1w 和 2w ，企

业想在既定的等产量线上找到一点，使得相应的等成本曲线的纵截距最小。显然这样的点可

用相切条件进行刻画，因此等成本曲线的斜率必定等于等产量线的斜率。这一条件如用代数

式表达就是（4.1）式。 

 

 

图图图图 4.1：：：：成本最小化成本最小化成本最小化成本最小化。。。。在使成本最小化的点，等产量线必定与等成本线相切。 

审视图 4.1表明，在成本最小化的选择之处，还必须满足二阶条件，也就是说，等产量

线必定位于等成本线上方。换一句说，维持成本不变的任何要素投入量的变动，即沿着等产

量线的运动，必定导致产量减少或不变。 

这个条件意味着什么？令 ),( 21 hh 表示要素 1和 2的微小变动，考虑产量的相应变化。

假设函数 f 满足必要的可导条件，我们可以写出二阶泰勒级数展开式 
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写成矩阵的形式更方便些 
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如果 ),( 21 hh 微小变动而又使成本不变，则必定满足 02211 =+ hwhw 。从成本最小化的

一阶条件中替代 iw ，我们可以将它写为 

.0][ 221122112211 =+=+=+ hfhfhfhfhwhw λλλ  

因此，沿着等产量线，这个泰勒展开式中的一阶条件必定等于零。所以，沿着等成本线的任

何移动，如果产量下降，则： 

( ) 0
2

1

2221

1211
21 ≤

















h

h

ff

ff
hh  对于满足 ( ) 0

2

1
21 =









h

h
ff 的所有 ( )21 hh 都成立。  （4.2） 

直觉上，在成本最小化的点上，一阶条件意味着如果离开该点则产量不变，而二阶条件意味

着离开该点产量下降。 

这种二阶条件的表达方法可以推广到要素为n种的情形；二阶条件要求在下列线性约束
条件下 

0)( *2 ≤hxfDht    其中h满足 0=wh ， 

生产函数的 Hessian矩阵是负半定的。 

 

4.2 二阶条件的另外分析方法 

在第 27 章，我们说明可以用拉格朗日函数的 Hessian 矩阵分析二阶条件。下面我们使

用这种分析方法分析上一节的问题。 

在这种情形下，拉格朗日函数为 

].),([),,( 21221121 yxxfxwxwxxL −−+= λλ  

成本最小化的一阶条件为：拉格朗日函数关于λ , 1x 和 2x 的导数等于零。二阶条件涉及到拉

格朗日函数的 Hessian矩阵 
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2
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*
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*
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

























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

x

L

xx

L

x

L

xx

L

x

L

x

L

x

L

x

LL

xxLD

λ

λ

λλλ

λ  

使用 ijf 表示 ji xxf ∂∂∂ /2
是方便的。计算上面的各个二阶导数，并使用 ijf 进行表示，可得 

.

0

),,(

22212

12111

21

*
2

*
1

*2

















−−−
−−−
−−

=
fff

fff

ff

xxLD

λλ
λλλ              （4.3） 

上式右侧称为加边 Hessian矩阵。从第 27章的知识可知，当且仅当加边 Hessian矩阵的行列
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式为负时，（4.2）式表述的二阶条件变为严格不等式。这样，给定某种情形，我们就有了一

个判断该情形是否满足二阶条件的相对简便的方法。 

在要素为n种的一般情形下，二阶条件变得相对复杂。在这种情形下，我们必须检查加
边 Hessian矩阵子矩阵的行列式的符号。请参见第 27章。 

例如，假设生产要素为 3种。加边 Hessian矩阵为 

.

0

),,,(

3332313

2322212

1312111

321

*
3

*
2

*
1

*2





















−−−−
−−−−
−−−−

−−−

=

ffff

ffff

ffff

fff

xxxLD

λλλ
λλλ
λλλ

λ         （4.4） 

当要素为 3种时，二阶条件要求（4.3）和（4.4）的行列式在最优选择处的值都为负。如果

有 n种要素，则二阶条件为严格不等式的条件是，所有上述形式的加边 Hessian矩阵都必须

为负。 

4.3 麻烦 

对于w和 y的每一选择，都存在着某个 *x ，使得生产 y单位产品的成本最小。这个函

数给出了要素的最优选择，我们将其称为条件要素需求函数(conditional factor demand 
function)，并将其记为 ),( ywx 。注意，条件要素需求函数不仅取决于产量 y，还取决于要
素价格w。成本函数是要素价格为w产量为 y时的最小成本，即 ),(),( ywwxywc = 。 

一阶条件符合直觉，但是机械地套用一阶条件可能导致错误，利润最大化问题也存在

着这样的麻烦问题。下面我们分析一下利润最大化问题中四种可能的麻烦，并探讨它们如何

与成本最小化问题相关联。 

首先，我们所分析的生产技术可能无法使用可微的生产函数进行描述，因此无法运用

微积分技术。例如，里昂惕夫生产技术就是这样的。稍后我们将计算它的成本函数。 

其次，一阶条件仅适用于内部（interior）解。如果成本最小化的点发生在边界之处，则

一阶条件需要修改。因此完整的一阶条件需要区分以下两种情况： 

0
)( *

≤−
∂

∂
i

i

w
x

xfλ      若 0* =ix  

0
)( *

=−
∂

∂
i

i

w
x

xfλ      若 0* >ix  

稍后我们将用具体的例子进行说明。 

第三，我们讨论利润最大化问题时必须分析是否存在着利润最大化的商品束。因为在

某些情形下，利润在理论上可以无限大。然而，在成本最小化问题的分析中，成本最小化的

要素束一般是存在的。论证如下。我们知道，连续函数在有界闭集上能取得最小值和最大值。

目标函数wx显然是连续函数，而且根据假设 )(yV 是闭集。剩下的任务是找到 )(yV 的有界

子集。但这很容易做到。任意选取 x的一个值，比如 x′。显然成本最小的要素束的成本小
于 xw ′。因此，我们将注意力集中在子集 )({ yV 中的 }: xwwxx ′≤ ，只要 0>>w ，这个子
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集显然是个闭集。 

第四，一阶条件确定的解可能不是唯一的。一阶条件毕竟只是必要条件。尽管对于局局局局

．

部部部部

．

最优来说，一阶条件通常也是充分条件，但是只有在某些凸性约束条件下（对于大多数成

本最小化问题，要求 )(yV 是凸集），一阶条件才能确定唯一的全局最优解。 

 

例子：柯布-道格拉斯技术的生产函数 

考虑以下成本最小化问题 

2211
, 21

min),( xwxwywc
xx

+=  

使得 .21 yxAx ba =  

使用约束条件解出 2x ，并将其代入目标函数，我们看到这个最小化问题等价于 

.min 1

11

211
1

b

a

bb

x
xyAwxw

−−
+  

一阶条件为 

01

11

21 =−
+−−
b

ba

bb xyAw
b

a
w ， 

由此可以解出要素 1的条件需求函数： 

ba
ba

b

ba y
bw

aw
Aywwx +

+
+

−









=

1

1

2
1

211 ),,(  

要素 2的条件需求函数为： 

.),,(
1

1

2
1

212
ba

ba

a

ba y
bw

aw
Aywwx +

+
−

+
−









=  

成本函数为 

.

),,(),,(),,(

1

21

1

2122211121

baba

b

ba

aba

a

ba

b

ba yww
b

a

b

a
A

ywwxwywwxwywwc

+++
+

−
+

+
−






















+






=

+=

 

当我们使用柯布-道格拉斯技术为例时，我们通常假设 1=A 以及使用规模报酬不变的

假设 1=+ ba 。在这种情形下，成本函数简化为 

ywkwywwc aa −= 1
2121 ),,( ， 

其中

1)1( −− −= aa aak 。 
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例子：CES 技术的成本函数 

假设

ρρρ
1

2121 )(),( xxxxf += 。与其相伴的成本函数是什么样的？成本最小化问题为 

2211
, 21

min),( xwxwywc
xx

+=  

使得 .21
ρρρ yxx =+  

一阶条件为 

01
11 =− −ρλρxw  

01
22 =− −ρλρxw  

.21
ρρρ yxx =+  

从前两个式子解出

ρ
1x 和 ρ

2x ，我们有 

.)(

)(

11
22

11
11

−
−

−

−
−

−

=

=

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

λρ

λρ

wx

wx
                        （4.5） 

将这两个式子代入生产函数可得 

.)( 1
2

1
1

1 ρρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

λρ yww =











+ −−−

−

 

解出

1)( −
−
ρ

ρ

λρ 并代入（4.5）式。由此就得到了条件要素需求函数 

ywwwywwx
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

1

1
2

1
11

1

1211 ),,(

−

−−−












+=  

.),,(
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1
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2212 ywwwywwx
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

−

−−−












+=  

将这些函数代入成本函数的定义可得 

.

),,(),,(),,(
1

1
2

1
1

1

1
2

1
1

1
2

1
1

2122211121

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
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ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
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−

−−−−












+=












+












+=
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wwywwwwy

ywwxwywwxwywwc

 

令 )1/( −= ρρr 可将上式写得更简洁些： 
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[ ] .),,(
1

2121
rrr wwyywwc +=  

注意，这个成本函数的形式和它的原始 CES 函数的形式是相同的，只不过此处用 r替代了
原 CES函数中的 ρ 。对于下列的一般情形 

[ ]ρρρ
1

22121 )()(),( xaxaxxf += ， 

计算成本函数的过程类似，可得 

[ ] .)/()/(),,(
1

221121 yawawywwc rrr +=  

 

例子：里昂惕夫技术的生产函数 

假设 },min{),( 2121 bxaxxxf = 。与此相伴的成本函数是什么样的？由于我们知道企业

不会浪费价格为正的任何投入，企业必定在 21 bxaxy == 之处生产。因此，如果企业想生

产 y单位产品，不管这两种要素的价格为多大，它必须使用 ay / 单位要素 1和 by / 单位要

素 2。所以，成本函数为 

).(),,( 2121
21 b

w

a

w
y

b

yw

a

yw
ywwc +=+=  

例子：线性技术的成本函数 

假设 2121 ),( bxaxxxf += ，因此要素 1 和 2是完全替代的。相应的成本函数是什么样

的？由于这两种要素是完全替代的，哪种要素便宜企业就会使用哪种。所以，成本函数的形

式为 .}/,/min{),,( 2121 ybwawywwc =  

在这种情形下，成本最小化问题的答案通常涉及边界解：其中一种要素的使用量为零。

尽管对于这个特殊的问题，答案容易看出，我们还是要提供一个更为正式的解法，目的是展

示 Kuhn-Tucker定理的用法。由于线性技术下，我们几乎得不到内部解，使用 Kuhn-Tucker

定理是合适的。 

为方便起见假设 1== ba 。最小化问题为 

2211
, 21

min xwxw
xx

+  

使得

.0

0

2

1

21

≥
≥
=+

x

x

yxx

 

这个问题的拉格朗日函数为 

.)(),,,,( 22112122112121 xxyxxxwxwxxL µµλµµλ −−−+−+=  

Kuhn-Tucker一阶条件为 
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.0

0

0

0

2

1

21

22

11

≥
≥
=+
=−−
=−−

x

x

yxx

w

w

µλ
µλ

 

补充的松弛条件（slackness conditions）为 

0,0 21 ≥= µµ  若 01 >x  

0,0 21 =≥ µµ  若 .02 >x  

为了确定这个最小化问题的解，我们必须检查各种可能的情形，其中不等式约束可能

为束缚的（binding）也可能是非束缚的。由于不等式约束条件有两个，每个都可能是束缚

的或非束缚的，我们需要考虑四种情形。 

1） 01 =x ， 02 =x 。在这种情形下，我们不可能满足条件 yxx =+ 21 ，除非 0=y 。 

2） 01 =x ， 02 >x 。在这种情形下，我们知道 02 =u 。因此，根据前两个一阶条件可知， 

λ
µλ

=
+=

2

11

w

w
 

由于 01 ≥µ ，这种情形只有在 21 ww ≥ 时出现。由于 01 =x ，所以 yx =2 。 

3） 02 =x ， 01 >x 。推理和 2）类似，结果为 yx =1 ，这种情形下只有 12 ww ≥ 时才能出现。 

4） 01 >x ， 02 >x 。在这种情形下，补充松弛条件意味着 01 =µ 和 02 =µ 。因此一阶条件

意味着 21 ww = 。 

    上面的问题，尽管多少有些平凡，但它是运用 Kuhn-Tucker定理的典型方法。如果有 k
个约束条件，这些条件可能是束缚的也可能不是束缚的，则最优解存在

k2 种情形。每种情
形都需要分析，以判断它是否与所有约束条件相容，若是它就可能是个最优解。 

 

4.4 条件要素需求函数 

下面我们转而分析成本最小化问题以及条件要素需求。根据通常的论证可知，条件要

素需求函数 ),( ywx 必定满足下列一阶条件 

.0)),((

)),((

≡−
≡

ywxDfw

yywxf

λ
 

在接下来的矩阵运算中很容易出错，因此我们以两种商品为例进行分析。在这种情形

下，一阶条件为 

yywwxywwxf ≡)),,(),,,(( 212211  

0
)),,(),,,((

1

212211
1 ≡

∂
∂−

x

ywwxywwxf
w λ  
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0
)),,(),,,((

2

212211
2 ≡

∂
∂−

x

ywwxywwxf
w λ  

就象上一章一样，这些一阶条件是从条件要素需求函数的定义得出的，它们对于 1w , 2w 和 y

的任何值都成立。因此，我们可以对这些恒等式求导，比如关于 1w 求导，可得 
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这些式子可以写成矩阵形式： 
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注意下列重要事实：上式左侧的矩阵正是最大化问题二阶条件涉及的加边Hessian矩阵。

请参考第 27章。我们可以使用线性代数中的一个标准技术，即 Cramer 法则（请参见第 26

章），以求解 11 / wx ∂∂ ： 

.
0

0

1

00

22122

21111

21

222

211

2

1

1

















−−−
−−−
−−

















−−
−−−

−

=
∂
∂

fff

fff

ff

ff

ff

f

w

x

λλ
λλ

λ
λ

 

令 H 表示上式右侧分母中的矩阵。根据最大化问题的二阶条件，我们知道 0<H 。将

分子展开进行计算可得 

.0
2

2

1

1 <=
∂
∂

H

f

w

x
 

因此，条件要素需求函数是向下倾斜的。 

类似地，我们可以推出 12 / wx ∂∂ 的表达式。再次运用 Cramer法则，可得 
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由上式可得 
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                   （4.6） 

类似地，我们可以计算 21 / wx ∂∂ ，可得 
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这意味着 

.021

2

1 >−=
∂
∂

H

ff

w

x
                   （4.7） 

比较（4.6）和（4.7）可知，它们是相同的。因此， 21 / wx ∂∂ 等于 12 / wx ∂∂ 。正如利润最大

化的情形一样，我们找到了一个对称条件：成本最小化模型的一个结果是“交叉价格效应

必定相等”。 

在投入要素为两种的情况下，交叉价格效应必定为正的。也就是说，这两种要素必定

互为替代品（substitutes）。要注意，这个结论只对投入要素为两种的情形适用。如果要素

多于两种，交叉价格效应可能为正也可能为负。 

下面我们使用矩阵代数的术语重新表达前面的计算过程。由于在所有的计算中， y是
维持不变的。为简单起见，我们将 y从条件要素需求函数的变量中舍去。成本最小化的一

阶条件为 

ywxf ≡))((  

.0))(( ≡− wxDfw λ  

将上面的恒等式对w求导，可得 

0)())(( ≡wDxwxDf  

.0)())(()())((1 2 ≡−− wDwxDfwDxwxfD λλ  

将上面的式子稍微变形可得 
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注意，上式左侧的第一个矩阵是加边 Hessian矩阵，即拉格朗日函数二阶导数组成的矩阵。

假设最优解为正则的，所以Hessian矩阵为非退化的（nondegenerate）。我们可以通过求Hessian
矩阵的逆矩阵的方法求解替代矩阵 )(wDx ： 

.
1

0

)()(

)(0

)(

)(
1

2 

















=








−

xfDxDf

xDf

wDx

wD
t λ

λ
 

（我们已经将原等式左右两侧同乘以 1− 以消除两侧的负号。）由于加边 Hessian矩阵是对称

的，它的逆也是对称的，这意味着交叉价格效应是对称的。因为下面我们将用另外的方法证

明这个结论，所以在此处我们就不再证明了。 

 

4.5 成本最小化的代数分析方法 

和利润最大化的情形一样，我们也可以使用代数方法分析成本最小化问题。假设我们

观察到企业的产量选择为

ty ，要素价格为 tw ，要素使用水平为 tx ，其中 Tt ,...,1= 。这些

数据何时与成本最小化模型相符？ 

一个明显的必要条件是，观察到的投入数量产生的成本，不大于任何其他要素投入水

平（至少生产同样产量）的成本。用数学语言表达， 

对于满足

ts yy ≥ 的所有 s和 t，都有 sttt ywyw ≤ 。 

我们将这个条件称为成本最小化弱公理（Weak Axiom of Cost Minimization, WACM）。 

和利润最大化情形一样，可以使用成本最小化弱公理推导出向下倾斜需求的“德尔塔”

（∆）版本。维持产量不变的情形下，取两套不同的观察值，成本最小化意味着 

sttt xwxw ≤  

tsss xwxw ≤  

第一个式子是说，在 t期价格下，t期的成本必定更小；第二个式子是说，在在 s期价格下，
s期的成本必定更小。 

将第二个不等式变形 

ssts xwxw −≤− ， 

将其与第一个式子相加可得 

0))(( ≤−− stst xxww ， 

或 

.0≤∆∆ xw  

大致来说，要素需求向量和要素价格向量的运动方向必定“相反”。 
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你可以构建产生上述数据的真实必要投入集的内界（inner bound）和外界（outer bound）。

我们在此处将描述一下这两个边界，但验证的工作留给读者完成。论证过程类似于利润最大

化的情形。 

内界为： 

}:{)( yyxyVI tt ≥= 的凸单调包。 

也就是说，内界是能至少生产 y单位产品的所有投入的凸单调包（convex monotonic hull）。

外界为： 

ttt xwxwxyVO ≥= :{)( 对于所有满足 yyt ≤ 的 t成立}.  

    这些构造类似于前几章的 YO和 YI的构造。图 4.2给出了 VO和 VI的图形。 

 

图图图图 4.2：：：：内界和外界内界和外界内界和外界内界和外界。。。。集合 VI和 VO分别给出了真实必要投入集的内界和外界。 

容易看出， )(yVI 包含于 )(yV ，至少只要 )(yV 是凸且单调时是这样的。 )(yV 包含于

)(yVO ，尽管这一事实不是那么明显。所以我们要证明一下。 

反证。假设存在某个 x，x在 )(yV 中但不在 )(yVO 中。由于 x不在 )(yVO 中，必定存

在某个观察 t使得 yyt ≤ 以及 

.ttt xwxw <                             （4.8） 

但是由于 x在 )(yV 中，它至少可以生产

ty 单位的产品，并且（4.8）式表明它的成本小于 tx 。

但这与

tx 是成本最小化的要素束矛盾。 

 

注释 

成本最小化的代数分析方法进一步的研究可以参见 Varian(1982b)。 
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习题 

4.1 严格证明利润最大化蕴涵成本最小化。 

4.2 使用 Kuhn-Tucker定理推导成本最小化的条件，要使得这个条件对于边界最优解也适用。 

4.3 某个企业有两个工厂，这两个工厂的成本函数分别为 2/)( 2
111 yyc = 和 222 )( yyc = 。求

该企业的成本函数。 

4.4 某个企业有两个工厂，这两个工厂的生产函数分别为 aa xx −1
21 和

bbxx −1
21 。求该企业的成本

函数。 

4.5 假设某企业生产某产品的技术有两种，一种技术使用 1a 单位要素 1 和 2a 单位要素 2 生

产一单位产品；另外一种技术使用 1b 单位要素 1 和 2b 单位要素 2 生产一单位产品。这两种

要素只能按上述固定比例搭配使用。如果要素的价格为 ),( 21 ww 。求着两种要素的需求；求

该企业的成本函数；要素价格为多大时成本函数是不可微的？ 

4.6某企业有两个工厂，成本函数分别为 111 4)( yyc = 和 222 2)( yyc = 。求该企业产量为

y时的生产成本。 

4.7 下表给出了某个企业的要素需求（ 21, xx ）、要素价格（ 21,ww ）和相应产量（ y）的观

察数据。该企业的行为符合成本最小化行为吗？ 

 

4.8某企业的成本函数为 21xxy = 。如果要素价格为 121 == ww 时的最小生产成本等于 4，

求产量 y。 
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5 成本函数 
 

成本函数衡量在要素价格固定不变的情形下，生产既定产量的最小成本。成本函数刻

画了企业可以使用的生产技术的信息。事实上，成本函数行为可以告诉我们企业生产技术性

质的很多信息。 

正如生产函数是描述生产的技术可行性的主要方法，成本函数是描述企业生产的经济

可行性的主要方法。在下面两节，我们主要分析成本函数 ),( ywc 关于价格和产量的行为。

但在分析之前，我们需要定义一些与成本函数相关的函数，即平均成本函数和边际成本函数。 

 

5.1平均成本和边际成本 

下面我们考虑一下成本函数的结构。一般来说，成本函数总是可以表达为条件要素需

求的价值： 

),(),( ywwxywc ≡  

这个式子只是说，生产 y单位产品的最小成本就是生产 y单位产品的最便宜方法的成本。 

在短期，某些生产要素的数量是既定不变的。令 fx 表示固定要素的向量， vx 表示可变

要素的向量，这样要素价格向量w分解为可变要素的价格向量和固定要素的价格向量，即
),( fv www = 。短期条件要素需求函数一般取决于 fx ，所以我们将其写为 ),,( fv xywx 。于

是，短期成本函数可以写为 

.),,(),,( fffvvf xwxywxwxywc +=  

其中， ),,( fvv xywxw 称为短期可变成本（short-run variable cost, SVC）； ff xw 是固定成本

（fixed cost, FC）。使用这些基本的单元，我们可以定义各种衍生成本概念： 

短期总成本= fffvv xwxywxwSTC += ),,(  

短期平均成本=
y

xywc
SAC f ),,(

=  

短期平均可变成本=
y

xywxw
SAVC fvv ),,(

=  

短期平均固定成本=
y

xw
SATC ff=  

短期边际成本=
y

xywc
SMC f

∂
∂

=
),,(

 

当所有要素是可变的，企业会最优化对 fx 的选择。因此，长期成本函数仅取决于要素

的价格和产量水平，前面已经指出过这一点。 
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我们可以使用短期成本函数表达长期成本函数，方法如下。令 ),( ywx f 表示对固定要

素的最优选择，令 )),(,,(),( ywxywxywx fvv = 表示对可变要素的长期最优选择。于是，长

期成本函数可以写为 

)).,(,,(),(),(),( ywxywcywxwywxwywc fffvv =+=  

我们可以使用长期成本函数定义一些与上述短期成本类似的概念： 

长期平均成本

y

ywc
LAC

),(==  

长期边际成本

y

ywc
LMC

∂
∂== ),(

 

注意，长期平均成本等于长期可变平均成本，这是由于在长期，所有成本都是可变的。出于

相同的原因，长期固定成本为零。 

长期和短期当然是相关的概念。哪些要素被视为可变的、哪些被视为固定的取决于你

分析的具体问题。你应该首先考虑分析企业行为的时间段，然后判断企业在这个时间段内可

以调整哪些要素。 

 

例子：短期柯布-道格拉斯函数 

假设柯布-道格拉斯技术中的要素 2的使用量被限制在水平 k。于是成本最小化问题为 

2211min xwxw +  

使得 .1
1

aakxy −=  

从约束条件中解出 1x ，它是 y和 k的函数： 

aaykx
1

1
1 )( −=  

因此， .)(),,,( 2

1
1

121 kwykwkywwc aa += −  

下列各个成本函数也可以求出来： 

短期平均成本

y

kw

k

y
w a

a
2

1

1 )( +=
−

 

短期平均可变成本

a

a

k

y
w

−

=
1

1 )(  

短期平均固定成本

y

kw2=  

短期边际成本

a

a

k

y

a

w −

=
1

1 )(  
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例子：规模报酬不变和成本函数 

如果生产函数是规模报酬不变的，则成本函数显然是产量的线性函数：如果产量变为

原来的 2倍，成本也变为原来的 2倍。这个结论的证明是下列命题的内容： 

规模报酬不变

．．．．．．

。如果生产函数是规模报酬不变的，则成本函数可以写为 )1,(),( wycywc = 。

证明。令

*x 为在要素价格为w时生产一单位产品的成本最小的方法，因此 *)1,( wxwc = 。

于是可以断言 )1,(),( * wycwyxywc == 。首先可以注意到，

*yx 是生产 y单位产品的一种

可行方法，因为生产技术是规模报酬不变的。假设它未能使成本最小；令 x′为在要素价格
为w时生产 y单位产品的成本最小的方法，因此 *wyxxw <′ 。于是

*/ wxyxw <′ ，并且注

意到 yx /′ 可以生产一单位产品，这是因为生产技术是规模报酬不变的。这与

*x 的定义矛盾。

■ 

    如果生产技术是规模报酬不变的，则平均成本函数、平均可变成本函数和边际成本函数

都是相同的。 

 

5.2成本的图形 

成本函数是研究企业的经济行为的最为重要的工具。稍后我们就会明白，成本函数总

结了关于企业生产技术的所有经济相关信息。在下一节我们将分析成本函数的某些性质。分

析这些性质时，最方便的方法是分为两步进行研究：第一步，在要素价格固定不变的假设下

研究成本函数的性质；在这种情形下，我们可将成本函数写为 )(yc 。第二步，在要素价格

自由可变的情形下研究成本函数的性质。 

由于我们将要素价格视为固定不变的，成本仅取决于企业的产量水平，这样我们就可

以画出成本和产量之间的关系图。通常假设总成本曲线是产量的单调函数：你生产得越多，

花费的成本越大。然而，平均成本曲线可能随着产量的增加而上升或者下降，这取决于总成

本是比线性增长的速度更快还是更慢。通常人们认为最现实的情形是，平均成本先下降然后

再上升，至少在短期内是这样的。原因如下。 

在短期，成本函数由两部分组成：固定成本和可变成本。因此，我们可将短期平均成

本写为 

.
),,(),,(

SAVCSAFC
y

xywxw

y

xw

y

xywc
SAC fvvfff +=+==  

    在多数情形下，短期固定要素是机械、建筑物以及其他资本设备，而可变要素是劳动和

原材料。下面我们分析当产量变化时，由于这些要素的变化带来的成本变动。 

    当我们增加产量时，平均可变成本最初可能是下降的，这是因为最初生产区域存在着规

模经济的现象。然而，由于受固定要素数量的限制，当我们达到某个产量水平时，可变要素

多少会和产量呈现线性增长关系。当我们接近这个产量水平时，进一步增加产量需要投入更

多的可变要素（即产量增加一单位要素投入增加多于一单位）。因此，随着产量增加，平均

可变成本函数最终会上升。如图 5.1A所示。显然，平均固定成本必定随着产量的增加而下

降，如图 5.1B所示。将平均可变成本曲线和平均固定成本曲线相加就得到了平均成本曲线，

它是 U形曲线，如图 5.1C所示。平均成本最初下降，这是由于平均固定成本下降；平均成
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本最终会上升，这是因为平均可变成本的增加。平均可变成本达到最小值时的产量水平，有

时称为最小效率规模

．．．．．．

（minimal efficient scale）。 

 

图图图图 5.1：：：：平均成本曲线平均成本曲线平均成本曲线平均成本曲线。。。。平均可变成本曲线最终会随着产量的增加而上升，而平均固定成本

曲线总是随着产量的增加而下降。这两种效应的综合结果是平均成本曲线呈 U形。 

在长期，所有成本都是可变成本；在这样的情形下，平均成本增加似乎是不合理的，

因为企业总可以复制它的生产过程。因此，长期平均成本的合理情形是平均成本是不变或递

减的。另一方面，正如我们曾经指出的，某些类型的企业可能不会呈现长期规模报酬不变的

现象，这是有意长期固定要素的存在。如果某些要素在长期的确是固定要素，长期平均成本

曲线就会呈现 U形，原因类似于短期平均成本曲线呈 U形。 

下面我们分析边际成本曲线。边际成本曲线和平均成本曲线有何关系？令

*y 表示平均

成本最小值之处的产量水平，则在

*y 的左侧，平均成本曲线是下降的，即对于 *yy ≤ 有 

0
)( ≤








y

yc

dy

d
. 

上式对 y求导可得 

对于

*yy ≤ ，有 0
)()(

2
≤−′

y

ycycy
. 

这意味着 

对于

*yy ≤ ，有

y

yc
yc

)(
)( ≤′ . 

这个不等式是说在最小平均成本点的左侧，边际成本小于平均成本。类似地分析可以表明 

对于

*yy ≥ ，有

y

yc
yc

)(
)( ≥′ . 

由于在

*y 点，上述两个不等式都成立，我们有 

*

*
* )(
)(

y

yc
yc =′ ； 

也就是说，在最小平均成本点，边际成本等于平均成本。 

边际成本曲线和平均可变成本曲线有何关系？将上面论证过程中的总成本替换为总可
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变成本即可得到答案：当平均可变成本曲线下降时，边际成本曲线位于平均可变成本曲线的

下方；当平均可变成本曲线上升时，边际成本曲线位于平均可变成本曲线的上方。由此可知，

边际成本曲线必然穿过平均可变成本曲线的最低点。 

不难证明，对于第一单位产品来说，边际成本必定等于平均可变成本。毕竟，第一单

位产品的边际成本，等于第一单位产品的平均可变成本，原因在于这两种成本的数值此时都

等于 )0()1( vv cc − 。更正式的证明如下。平均可变成本的定义为 

.
)(

)(
y

yc
yAVC v=  

如果 0=y ，上式变为 0/0 ，这是未定型（indeterminate）。然而，根据 L’Hopital 法则

（请参见第 26章）可知， yycv /)( 的极限可用下面的方法计算： 

.
1

)0()(
lim

0

vv

y

c

y

yc ′
=

→
 

由此可知，产量为零时的平均可变成本正是边际成本。 

以上的所有分析对长期和短期都适用。然而，如果生产在长期是规模报酬不变的，即

成本是产量水平的线性函数，那么平均成本、平均可变成本和边际成本都相等，这使得前面

分析的这些关系显得非常平凡。 

例子：柯布-道格拉斯成本曲线 

   从前面几章我们已经知道，一般的柯布-道格拉斯技术的成本函数为 

1)(
1

≤+= + baKyyc ba  

其中，K是要素价格和参数的函数。因此， 

ba

ba

Ky
y

yc
yAC +

−−

==
1)(

)(  

.)()(
1

ba

ba

y
ba

K
ycyMC +

−−

+
=′=  

如果 1<+ ba ，则平均成本曲线是上升的；如果 1=+ ba ，则平均成本固定不变。 

我们在前面已经知道，柯布-道格拉斯技术的短期成本函数为 

.)(
1

FKyyc a +=  

因此， 

.
)(

)(
1

y

F
Ky

y

yc
yAC a

a

+==
−
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5.3 长期成本曲线和短期成本曲线 

下面我们分析长期成本曲线和短期成本曲线的关系。显然，长期成本曲线绝不会位于

任何短期成本曲线的上方，这是因为短期成本最小化问题只是长期成本最小化问题带有约束

条件的版本。 

我们将长期成本函数写为 )).(,()( yzycyc = 此处我们删去了要素价格变量，因为根据

假设它们是固定不变的，令 )(yz 表示对于某个固定要素的成本最小化的需求。令

*y 表示某

个既定的产量水平， )( ** yzz = 表示在该产量水平下对该固定要素的长期需求。对于所有产

量 y来说，短期成本 ),( *zyc 必定不会小于长期成本 ))(,( yzyc ；对于产量

*y ，短期成本和

长期成本是相等的，因此 ))(,(),( **** yzyczyc = 。因此，长期成本曲线和短期成本曲线必

定在

*y 点相切。 

上述相切的结论只是包络定理在几何图形上的表现。长期成本曲线在

*y 点的斜率为 

.
)(),(),())(,( *******

y

yz

z

zyc

y

zyc

dy

yzydc

∂
∂

∂
∂+

∂
∂=  

但是由于

*z 点是产量为 *y 时对固定要素的最优需求，我们必然有 

.0
),( **

=
∂

∂
z

zyc
 

所以，长期边际成本在

*y 之处的值等于短期边际成本在 ),( ** zy 处的值。 

最后，我们注意到，如果长期成本曲线和短期成本曲线相切，则长期平均成本曲线和

短期平均成本曲线必然也是相切的。如图 5.2所示。 

 

图图图图 5.2：：：：长期和短期平均成本曲线长期和短期平均成本曲线长期和短期平均成本曲线长期和短期平均成本曲线。。。。注意，长期平均成本曲线和短期平均成本曲线必定相切，

这意味着长期边际成本和短期边际成本必定相等。 

长期平均成本曲线和短期平均成本曲线关系的另外一种分析方法，是从短期平均成本

曲线族开始分析。例如，假设某固定要素的数量水平只有三种： 21, zz 和 3z 。我们将短期平

均成本曲线族画在图 5.3中。长期成本曲线是什么样的？长期成本曲线就是这些短期成本曲
线的下包络线（lower envelope），因为：生产 y单位产品的最优选择 z，就是生产 y单位产

品成本最小的选择。这个包络操作产生的长期平均成本曲线是锯齿形状的。如果固定要素的
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数量水平有很多种，那么这些锯齿就变成了一条平滑的曲线。 

 

 

图图图图 5.3：：：：长期平均成本曲线长期平均成本曲线长期平均成本曲线长期平均成本曲线。长期平均成本曲线 LAC，是短期成本曲线 21,SACSAC 和 3SAC

的下包络线。 

 

5.4要素价格和成本函数 

我们转而分析成本函数的价格行为。从成本函数的定义可以直接推出若干有趣的性质。

总结如下。注意这些性质和利润函数性质的类似性。 

成本函数的性质

．．．．．．．

。 

1）对w是非减的。如果 ww ≥′ ，那么 ).,(),( ywcywc ≥′  

2）关于w是一次齐次的。 ),(),( ywtcytwc ≥ ，其中 .0>t  

3）关于w是凹的。 ),()1(),(),)1(( ywctywtcywttwc ′−+≥′−+ ，其中 .10 ≤≤ t  

4）关于w是连续的。 ),( ywc 是w的连续函数，其中 .0>>w  

证明。 

1）这个结论很明显，但是正式的证明具有启发性。令 x和 x′分别是与w和w′相伴的成本
最小化要素束，而且 ww ′≤ 。那么，根据最小化可知 xwwx ′≤ ；并且 xwxw ′′≤′ ，这是由

于 ww ′≤ 。将这些不等式放在一起可知 xwwx ′′≤ ，这正是我们想要的。 

2）我们需要证明：若 x是价格为w时的成本最小的要素束，则 x也是价格为 tw时的成本最
小的要素束。反证法。假设不是，令 x′是价格为 tw时的成本最小的要素束，于是 twxxtw <′ 。

但这意味着 wxxw <′ ，这和 x的定义矛盾。因此，将要素价格都乘以一个正数 t不会改变成
本最小要素束的构成，所以，成本也恰好变为原来的 t倍： ).,(),( ywtctwxytwc ==  

3）令 ),( xw 和 ),( xw ′′ 是两个成本最小化的要素价格-数量组合，令 wttww ′−+=′′ )1( ，其
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中 .10 ≤≤ t 现在 

.)1(),( xwtxtwxwywc ′′′−+′′=′′′′=′′  

由于 x ′′ 未必未必未必未必
．．

是要素价格为 w′ 或 w 时生产 y 单位产品的成本最小方法，我们有

),( ywcxw ≥′′ 以及 ),( ywcxw ′≥′′′ 。于是， 

).,()1(),(),( ywctywtcywc ′−+≥′′  

4） ),( ywc 的连续性可从最大化定理推出，参见第 27章。■ 

以上性质中唯一让人稍有惊讶的是凹性。然而，我们可以提供一个直觉解释，这个解

释类似于对利润函数的解释。假设成本函数是某种要素价格的函数，维持其他价格不变。如

果该要素的价格上升，成本绝不会下降（性质 1），但是成本上升的速率是递减的（性质 3）。

为什么？因为如果这种要素的价格变得更高但其他要素价格不变时，追求成本最小化的企业

会转而使用其他要素。 

借助图形 5.4可以说得更清楚。令 *x 是价格为 *w 时的成本最小化要素束。假设要素 1

的价格从

*
1w 变为 1w 。如果我们对上述价格的变动的反应是被动的，从而继续使用 *x ，那么

我们的成本为

*

2

**
11 i

n

i i xwxwC ∑ =
+= 。最小成本 ),( ywc 必定小于这个“被动的”成本函数；

因此， ),( ywc 的图形必定位于被动成本函数的下方，两条曲线在

*
1w 点重合。不难看出，这

意味着 ),( ywc 关于 1w 是凹的。 

 

图图图图 5.4：：：：成本函数的凹成本函数的凹成本函数的凹成本函数的凹性性性性。成本函数是要素价格的凹函数，这是因为它必然位于“被动”成

本函数的下方。 

使用图 5.4还可以发现条件要素需求函数的另外一种有用的表达方法。我们首先正式给

出结论： 

Shephard
．．．．．．．．

引理

．．

。（可导性）令 ),( ywxi 是企业对要素 i的条件要素需求。则如果成本函数在

),( yw 点是可微的，并且 0>iw ，其中 ni ,...,1= ，那么 
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i
i w

ywc
ywx

∂
∂= ),(

),(     .,...,1 ni =  

证明。这个证明非常类似 Hotelling引理的证明。令 *x 是价格为 *w 时生产 y单位产品的成本

最小化要素束。定义函数 

.),()( *wxywcwg −=  

由于 ),( ywc 是生产 y单位产品的成本最小的方法，上述函数总是非正的。在点 *ww = ，

0)( * =wg 。由于这是 )(wg 的最大值，它的导数必定为零： 

nix
w

ywc

w

wg
i

ii

,...,10
),()( *

*

==−
∂

∂=
∂

∂
 

所以，成本最小化的要素投入向量，就是由成本函数关于要素价格的导数组成的向量。■ 

由于这个命题的重要性，我们再给出四种不同的证明方法。第一种方法，根据成本函

数的定义可知 ),(),( ywwxywc ≡ 。将这个式子对 iw 求导，并且使用一阶条件就可得到结果。

（提示： ),( ywx 也满足恒等式 yywxf ≡)),(( 。你需要将这个式子对 iw 求导。） 

第二种方法，上述计算过程正好是包络定理的推导过程，我们将在下一节介绍这一定

理。运用包络定理可以直接得到我们想要的结果。 

第三种方法，使用图形 5.4进行论证。我们知道在图 5.4中，曲线 *

2

**
11 i

n

i i xwxwC ∑ =
+=

位于 ),( ywc 的上方，而且这两条曲线在

*
11 ww = 处重合。因此，这两条曲线必定相切，所

以 ./),(),( ii wywcywx ∂∂=  

最后一种方法，我们分析这个命题背后的基本经济学直觉。如果我们在某个成本最小

化之处生产，价格 1w 上升后将产生一个直接效应，即花费在第一种要素身上的成本会增加。

还有一个间接效应，即我们希望改变要素组合。但是既然我们已经在成本最小化之处生产，

任何微小的变动必定导致额外利润为零。 

 

5.5约束最优化的包络定理 

Shephard引理是包络定理的另外一个例子。然而，在这种情形下，我们运用的包络定

理的版本是适用于约束最优化问题的版本。这种情形的证明请参见第 27章。 

考虑一个一般的约束最优化问题 

),,(max)( 21
, 21

axxgaM
xx

=  

使得 .0),,( 21 =axxh  

在成本函数的情形下， 221121 ),,( xwxwaxxg += ， yxxfaxxh −= ),(),,( 2121 ，参数a可以

为一种要素的价格。在这种情形下，需要将目标函数前面的 max换成 min，因为这是个最小

化问题。 
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这个问题的拉格朗日函数为 

),,(),,( 2121 axxhaxxgL λ−= ， 

一阶条件为 

.0),,(

0

0

21

22

11

=

=
∂
∂−

∂
∂

=
∂
∂−

∂
∂

axxh

x

h

x

g

x

h

x

g

λ

λ

                       （5.1） 

这些一阶条件确定了最优选择函数 ))(),(( 21 axax ，而这个函数反过来又确定了最大值函数 

).),(),(()( 21 aaxaxgaM ≡                  （5.2） 

包络定理为我们提供了最大化问题中的值函数关于参数导数的表达式。具体地说，这

个表达式为 

)(
21

)(
21

)(

),,(),,(

),()(

axxaxx

axx

iiii a

axxh

a

axxg
a

axL

da

adM

==

=

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂=

λ
 

和以前一样，对偏导数进行解释时需要特别小心：它们是 g和h关于a的导数，但要在 1x 和

2x 的最优选择处计算。包络定理的证明请参见第 27章。此处我们只是将它用于分析成本最

小化问题。 

在这个问题中，参数 a可以为某种要素的价格 iw ，最优值函数 )(aM 为成本函数

),( ywc 。包络定理断言 

),(
),(

),( ywxx
w

L

w

ywc
iywxxi

ii
ii

==
∂
∂=

∂
∂

= ， 

这正是 Shephard引理。 

例子：边际成本再分析 

包络定理的另外一个应用是，考虑成本函数关于 y的导数。根据包络定理可知，这个
导数等于拉格朗日函数关于 y的导数。成本最小化的拉格朗日函数为 

].),([ 212211 yxxfxwxwL −−+= λ  

因此， 

.
),,( 21 λ=

∂
∂

y

ywwc
 

换句话说，成本最小化问题中的拉格朗日乘子就是边际成本。 
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5.6使用成本函数进行比较静态分析 

在前面我们已经证明，从成本最小化问题的定义可以推导出成本函数的若干性质；在

上面我们已经证明，条件要素需求函数是成本函数的导数。因此，我们发现的成本函数的那

些性质将体现在对它的导数（即条件要素需求函数）的限制上。这些限制我们已经使用其他

方法证明过，但是使用成本函数证明这些限制特别漂亮。 

我们逐一审查这些限制。 

1）成本函数对于要素价格是非增的。这一结论可直接从 0),(/),( ≥=∂∂ ywxwywc ii 推

导出。 

2）成本函数关于w是一次齐次的。因此，成本函数的导数，即要素需求函数，关于w
是零次齐次的。（参见第 26章）。 

3）成本函数关于w是凹的。因此，成本函数的二阶导数，即要素需求函数的一阶导数
组成的矩阵，是对称的负半定矩阵。这个结论是从成本最小化行为推出的，但它不是那么明

显。它有几个应用。 

  a)交叉价格效应是对称的。即 

.
),(),(),(),( 22

i

j

jiijj

i

w

ywx

ww

ywc

ww

ywc

w

ywx

∂
∂

=
∂∂

∂=
∂∂

∂=
∂

∂
 

     b)自价格效应是非正的。大致来说，条件要素需求曲线是向下倾斜的。这个结论可从

0/),(/),( 22 ≤∂∂=∂∂ iii wywcwywx 推导出，这个式子中的最后一个不等式成立的原因是，

负半定矩阵主对角线上的元素必定是非正的。 

c) 要素需求变动向量和要素价格变动向量的运动方向“相反”，即 0≤dwdx 。 

注意，既然成本函数为凹的结论仅使用成本最小化的假设就可推出，因此要素需求函

数一阶导数矩阵的负半定性仅使用成本最小化的假设即可推出，不需要对技术的结构施加任

何限制。 

 

注释 

    成本函数的性质是由几个学者发展出的，但是最系统的研究见 Shephard（1953）和

Shephard（1970）。比较全面的研究也可参见 Diewert（1974）。本章的处理方法主要借鉴了

McFadden（1978） 
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习题 

5.1 某企业有两个工厂。这两个工厂的成本函数分别为 2
111 )( yyc = 和

2
222 )( yyc = 。要素的

价格都是固定不变的，因此分析时可不用考虑。计算该企业的成本函数。 

5.2 某企业有两个工厂。这两个工厂的成本函数分别为 2
111 3)( yyc = 和

2
222 )( yyc = 。计算该

企业的成本函数。 

5.3 某企业的生产函数为 }2,2min{),,,( 43214321 xxxxxxxxf ++= 。求该技术的成本函数。

求要素 1和 2的条件需求函数，注意要将它们表达为要素价格 ),,,( 4321 wwww 和产量 y的函

数。 

5.4 某企业的生产函数为 }2,2min{),( 212121 xxxxxxf ++= 。求该技术的成本函数。求要

素 1和 2的条件需求函数，注意要将它们表达为要素价格 ),( 21 ww 和产量 y的函数。 

5.5 某企业的生产函数为 },max{),( 2121 xxxxf = 。该企业的必要投入集为凸还是非凸的？

求要素 1的条件要素需求函数。求成本函数。 

5.6 某企业的条件要素需求函数为 

awwx 2
2/1

11 31 −+=  

cwbwx 2
2/1

12 1+=  

为简单起见，已将产量设定为 1。求参数 cba ,, 的值并解释原因。 

5.7某企业的生产函数为 21xxy = 。如果 121 == ww 时的最小生产成本等于 4，求产量 y。 

5.8某企业的成本函数为 





=
>+

=
00

0,1
)(

2

y

yy
yc  

令 p为产品的价格，并且令要素的价格都是固定不变的。计算 2=p 时企业的产量。计算

1=p 时的企业产量。求该企业的利润函数。（提示：务必小心！） 

5.9 某个典型的硅谷芯片生产企业的成本函数为 )(yc ，边际成本是递增的。在该企业生产

出来的芯片中，有 )1( a− 比例的芯片是有缺陷的无法出售。芯片的市场价格为 p，该市场

为完全竞争的。 

（a）计算利润关于参数a的导数并指出它的符号为正还是负。 

（b）计算产量关于参数a的导数并指出它的符号为正还是负。 

（c）假设有 n个相同生产企业，令 )( pD 为需求函数，令 )(ap 为竞争均衡价格。计算

)/( dadp 并指出它的符号为正还是负。 

5.10 假设某企业在产品市场和要素市场上都是完全竞争的。假设每种要素要素的价格随需

求量增加而上升，令 idw 表示要素 i的价格上升量。在什么样的条件下，利润最大化的产量

是下降的？ 
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5.11企业 A使用 4种要素生产 1种产品，生产函数为 

},min{},min{),,,( 43214321 xxxxxxxxf += . 

（a）求要素价格向量 )4,3,2,1(=w 时，生产 1单位产品的条件要素需求向量。 

（b）计算成本函数。 

（c）该技术的规模报酬情形是什么样的（递减、不变还是递增）？ 

（d）另外一个企业 B的生产函数为 },min{),,,( 43214321 xxxxxxxxf ++= 。求要素价格向

量 )4,3,2,1(=w 时，生产 1单位产品的条件要素需求向量。 

（e）计算 B企业的成本函数。 

（f）B企业的技术的规模报酬情形是怎样的（递减、不变还是递增）？ 

5.12 生产要素 i称为劣等的（inferior），如果该要素的条件需求随着产量的增加而下降，即

0/),( <∂∂ yywxi 。 

（a）画图说明劣等要素是可能存在的。 

（b）证明如果某技术是规模报酬不变的，则所有要素都不是劣等的。 

（c）证明如果边际成本随着某种要素的价格上升而下降，则该要素必定是劣等的。 

5.13某个追求利润最大化的企业，它生产的产品在完全竞争市场上出售。我们观测到当产品

价格上升时，企业雇佣更多熟练工和更少的熟练工。现在非熟练工联合起来迫使企业提高他

们的工资，他们的努力成功了。假设所有其他价格维持不变。 

（a）企业对非熟练工的需求有什么样的变化？ 

（b）企业产品供给有什么变化？ 

5.14 假设你有下列一些时间序列观测数据：产量的变动 y∆ ，成本的变动 c∆ ，要素价格的

变动 w∆ ，要素 i的需求水平 ix （其中 ni ,...,1= ）。请问你应该如何估计出每个时期的边际

成本 yywc ∂∂ /),( ？ 

5.15 计算下列技术的成本函数 

}.3),min(:),,{()( 321321 yxxxxxxyV ≥+=  

5.16 对于下列每个成本函数，确定它是否为一次齐次的、单调的、凹的和（或）连续的。

如果是，推导出相应的生产函数。 

（a） 4/3
21

2/1 )(),( wwyywc =  

（b） )(),( 2211 wwwwyywc ++=  

（c） )(),( 21
1 wewyywc w += −  

（d） )(),( 2211 wwwwyywc +−=  
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（e） 21)
1

(),( ww
y

yywc +=  

5.17 某个企业的必要投入集为 }:0{)( 2
21 ybxaxxyV ≥+>= 。 

（a）计算生产函数。 

（b）计算条件要素需求。 

（c）计算成本函数。 
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6 对偶 
 

在上一章，我们分析了成本函数的性质。成本函数衡量生产既定产量的最小成本。给定

任何技术，可以直接推导出成本函数，至少在理论上是这样的：我们只要求解利润最小化问

题即可。 

在本章，我们将证明这个过程可以反转过来。给定一个成本函数，我们可以“解出”产

生这个成本函数的技术。这意味着成本函数和生产函数在本质上包含着同样的信息。用生产

函数性质定义的任何概念，都对应着使用成本函数性质定义的一个“对偶”概念，反过来也

是这样。这个一般的结论称为对偶

．．

（duality）原理。对偶原理有着若干重要的结果，我们

将在本章进行分析。 

同一种经济行为有着不同的表达方法，这些表达方法之间的对偶，在研究消费者行为理

论、福利经济学和经济学其他领域中的问题非常有用。很多看上去难以理解的关系，如果使

用对偶的工具进行分析，则会变得非常简单甚至平凡（trivial）。 

 

6.1对偶 

在第 4 章，我们刻画了集合 )(yVO ，我们说它是真实必要投入集 )(yV 的“外边界”。

给定数据 ),,( ttt yxw ， )(yVO 的定义为 

ttt xwxwxyVO ≥= :{)( 对于所有满足 yyt ≤ 的 t成立} . 

容易验证 )(yVO 是一个闭的、单调的而且凸的技术。更进一步地说，正如我们在第 4 章指

出的， )(yVO 包含可以产生数据 ),,( ttt yxw 的任何技术，其中 .,...,1 Tt =  

如果我们观测在不同要素价格下的企业选择，当这些观察值越来越多时，似乎 )(yVO 在

某种意义上应该“逼近”真实的必要投入集。为了更准确说明，令要素价格在所有可能的价

格向量 0≥w 上变动，则VO的一般化形式为 

),(),(:{)(* ywcywwxwxxyV =≥= 对于所有 0≥w 成立} . 

    )(* yV 和真实必要投入集 )(yV 有什么关系？当然，正如第 4 章指出的， )(* yV 包含

)(yV 。一般来说， )(* yV 严格包含 )(yV 。例如，在图 6.1A中，我们看到阴影区域不能从

)(* yV 中排除出去，这是因为这个区域中的点满足条件 ),( ywcwx ≥ 。 

图 6.1B 的情形也类似。成本函数仅包含与 )(yV 在经济上相关区域的信息，即，那些

真正为成本最小化问题的解的要素束，也就是指真正的条件要素需求。 

然而，假设我们最初的生产技术是凸的而且是单调的。在这种情形下， )(* yV 等于
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)(yV 。这是因为，在凸且单调的情形下， )(yV 边界上的每个点在某个价格向量 0≥w 下，

都是成本最小化的素需求。因此，满足 ),( ywcwx ≥ 的点集，其中 0≥w ，正是必要投入集。

更正式地： 

)(yV 何时等于

．．．．

)(* yV 。假设 )(yV 是一个正则、凸且单调的技术，则 ).()(* yVyV =  

证明。（只给出证明的梗概）我们已经知道 )(* yV 包含 )(yV ，所以我们只需要证明 )(yV 包

含 )(* yV 即可，也就是说我们要证明如果 x在 )(* yV 中，则 x必在 )(yV 中。假设 x不是

)(yV 的元素。于是由于 )(yV 是一个闭且凸的集合，而且它满足单调性假设，我们可以运

用分离超平面定理（参加第 26章），从而找到一个向量 0* ≥w 使得 zwxw ** < 对于 )(yV 中

的所有 z成立。令 *z 为 )(yV 中的一点，该点使得当价格为

*w 时的生产成本最小。于是，

特别地，我们有 ),( **** ywczwxw =< 。但是由 )(* yV 的定义可知， x不可能在 )(* yV 中。 

 

 

图 6.1： )(yV 与 )(* yV 的关系。一般来说， )(* yV 严格包含 )(yV 。 

    这个命题表明，如果原来的技术是凸而且是单调的，则与生产技术相伴的成本函数可被

用来完全重构原来的生产技术。如果我们知道在每个可能的价格向量w下，最小成本的生

产之处，那么我们就可以知道企业可使用的全部技术选择集。 

在技术为凸且单调的情形下，上述结果是令人满意的。但是对于表现不怎么良好的情

形，结果会怎样？假设我们的生产技术 )(yV 可能是非凸的。我们找到它的成本函数 ),( ywc

并且生成 )(* yV 。从上面的结果我们知道 )(* yV 未必等于 )(yV ，除非 )(yV 正好是凸的而

且是单调的。然而，假设我们定义 

wxywc min),(* =  

使得 x在 )(* yV 中. 

),(* ywc 和 ),( ywc 有什么关系？ 

),( ywc 何时等于

．．．．

),(* ywc 。从 ),(* ywc 的定义可知， ).,(),(* ywcywc =  
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证明。容易看出 ),(),(* ywcywc ≤ ；由于 )(* yV 总是包含 )(yV ， )(* yV 中的最小成本束必

定至少与 )(yV 中的最小成本束一样小。假设当价格为w′时， )(* yV 中的最小成本束具有

),(),(* xwcxwcxw ′<′=′′ 的性质。但是这是不可能发生的，因为根据 )(* yV 的定义可知，

),( xwcxw ′≥′′ 。■ 

这个命题表明，生产技术 )(yV 的成本函数与它的凸版本的技术 )(* yV 的成本函数是相

同的。在这个意义上，从经济的观点来看，必要投入集为凸的假设不具有很强的限制性。 

我们总结一下我们的讨论： 

（1）给定一个成本函数，我们可以定义一个必要投入集 )(* yV 。 

（2）如果原来的技术是凸而且单调的，构建出的技术将和原来的技术相同。 

（3）如果原来的技术是非凸的或非单调的，构建出的必要投入集是原来必要投入集的

凸化和单调化的版本，更为重要的是，构建出的技术和原来技术的成本函数是相同的。 

使用生产的对偶原理，我们可以将以上的三点简洁地总结为：一个企业的成本函数总

结了它的生产技术的所有经济相关的信息。 

 

6.2成本函数的充分条件 

在上一节我们已经看到，成本函数总结了企业生产技术的所有经济相关信息。在以前

的章节我们已经知道，所有的成本函数都是价格的非减、齐次、凹的和连续的函数。问题产

生了：假设给你一个关于价格的非减、齐次、凹的和连续的函数，它一定是某个生产技术的

成本函数吗？ 

这个问题的另外一种表达方法是：上一章中列举的成本函数的性质是否是成本最小化

行为的全部性质？给定一个具有这些性质的函数，它一定是由某个技术产生的吗？答案是肯

定的，下列命题表明如何构建这样的技术。 

),( ywφ 何时是成本函数

．．．．．．．

。令 ),( ywφ 是一个满足下列性质的可微函数： 

1） ),(),( ywtytw φφ = 对于所有 0≥t 成立； 

2） 0),( ≥ywφ ，其中 0≥w 和 0≥y ； 

3） ),(),( ywyw φφ ≥′ ，其中 ww ≥′ ； 

4） ),( ywφ 是w的凹函数。 

那么， ),( ywφ 是技术 ),(:0{)(* ywwxxyV φ≥≥= （ 其中 0≥w ）的成本函数。 

证明证明证明证明。给定某个 0≥w ，我们定义 
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)
),(

,...,
),(

(),(
1 nw

yw

w

yw
ywx

∂
∂

∂
∂= φφ

 

注意到 ),( ywφ 是w的一次齐次函数，欧拉法则（Euler’s law）意味着 ),( ywφ 可以写为 

).,(
),(

),(
11

ywwx
w

yw
wyw

n

i
i =

∂
∂=∑

=

φφ  

（欧拉法则请参见第 26章）。注意， ),( ywφ 的单调性意味着 0),( ≥ywx 。 

我们需要证明的是，对于任何给定的 0≥′w ， ),( ywx ′ 对于 )(* yV 中的所有 x来说，都

使得 xw′ 最小： 

xwywxwyw ′≤′′=′ ),(),(φ 对于 )(* yV 中的所有 x成立. 

首先，我们证明 ),( ywx ′ 是可行的，也就是说证明 ),( ywx ′ 在 )(* yV 中。由于 ),( ywφ 是w的

凹函数，我们有 

))(,(),(),( wwywDywyw −′+≤′ φφφ  

对于所有 0≥w 成立。（请参考第 27章。） 

使用前面的欧拉法则，上式化简为 

),(),( ywxwyw ′≤′φ 对于所有 0≥w 成立. 

根据 )(* yV 的定义可知， ),( ywx ′ 在 )(* yV 中。 

接下来我们将证明 ),( ywx ′ 对于 )(* yV 中的所有 x来说使得wx最小。如果 x在 )(* yV

中，则根据定义可知，它必须满足 

).,( ywwx φ≥  

但是根据欧拉法则可知， 

).,(),( ywwxyw =φ  

上面两个式子意味着 

),( ywwxwx ≥  

对于 )(* yV 中的所有 x成立。证毕。                                         ■ 

 

6.3需求函数 

上一节证明的命题提出了一个有趣的问题，假设给你一组函数，这组函数满足上一章

描述的条件要素需求函数的性质，也就是说，它们是价格的零次齐次函数，而且 
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













∂
∂

j

i

w

ywg ),(
 

是一个对称的负半定矩阵。这些函数一定是某个生产技术的要素需求函数吗？ 

下面我们试图应用上述命题。首先，我们构建一个候选的成本函数： 

).,(),(
1

ywgwyw i

n

i
i∑

=

=φ  

接下来我们检验这个函数是否满足我们刚证明的那个命题的性质。 

1 ） ),( ywφ 是 w 的 一 次 齐 次 函 数 吗 ？ 为 了 检 验 这 个 问 题 ， 我 们 分 析

).,(),( ytwgtwytw ii i∑=φ 由于根据假设， ),( ywgi 是零次齐次的， ),(),( ywgytwg ii = 。

因此 

).,(),(),(
1

ywtywgwtytw i

n

i
i φφ == ∑

=

 

2）对于 0≥w ， 0),( ≥ywφ 吗？由于 0),( ≥ywgi ，答案是肯定的。 

3） ),( ywφ 是 iw 的非减函数吗？使用求导的乘积法则，我们计算 

.
),(

),(
),(

),(
),(

11 j

i
n

j
ji

i

j
n

j
ji

i w

ywg
wywg

w

ywg
wywg

w

yw

∂
∂+=

∂
∂

+=
∂

∂
∑∑

==

φ
 

由于 ),( ywgi 是零次齐次的，最后一项为零， ),( ywgi 显然大于或等于零。 

4）最后， ),( ywφ 是w的凹函数吗？为了检验这个问题，我们对 ),( ywφ 微分两次，得到 

.
),(2















∂
∂=














∂∂
∂

j

i

ji w

ywg

ww

φ
 

为了证明凹形，我们希望这些矩阵是对称的和负半定的，根据假设可知，这些都是对的。 

    因此，可以应用上一节证明过的命题，由此可知，存在技术 )(* yV 使得它生成的 ),( ywgi

是它的条件要素需求。这意味着齐次性和负半定构成了成本最小化行为对需求函数施加的所

有限制。 

当然，类似的结果对于利润函数和（非条件）需求函数和供给函数也成立。如果六年

函数满足第 3章描述的限制，或者等价地，如果需求函数和供给函数满足第 3章描述的限制，

那么存在一种技术使得它生成这个利润函数或这些需求函数以及供给函数。 

 

例子：对偶映射的应用 

假设我们的成本函数为

aawywywc −= 1
21),( 。我们如何解出与该函数相伴的技术？根据
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可导性质 

aaa

w

w
aywaywywx −−− == 1

1

21
2

1
11 )(),(  

.)()1()1(),(
1

2
212

aaa

w

w
yawywaywx −− −=−=  

我们想从这两个式子中消去 12 / ww ，从而将 y表示成 1x 和 2x 的函数。将这两个式子变形可

得 

a

ay

x

w

w −








=
1

1

1

1

2  

a

ya

x

w

w
1

2

1

2

)1(

−










−
=  

令这两个式子相等，并且左右两端各取 )1( aa −− 次方，可得 

aa

a

aa

a

ya

x

ya

x
−−

−

−−

−

−
=

11

1
21

)1(
, 

或 

[ ] .)1( 1
21

1 aaaa xxyaa −− =−  

这正是柯布-道格拉斯技术。 

 

例子：规模报酬不变和成本函数 

由于成本函数告诉我们与技术有关的所有经济相关信息，我们可以使用施加在技术身

上的限制，来解释施加在成本身上的各种限制。在第 5章，我们已表明，如果技术是规模报

酬不变的，则成本函数的形式为 ywc )( 。此处我们将证明反过来说也是成立的。 

规模报酬不变

．．．．．．

。令 )(yV 是凸且单调的；如果 ),( ywc 可以写成 )(wyc ，则 )(yV 必定是规

模报酬不变的。 

证明。使用凸性和单调性以及假设的成本函数形式，我们知道 

)(:{)()( * wycwxxyVyV ≥== 对于所有 0≥w 成立} . 

我们想证明，如果 x 在 )(* yV 中，则 tx在 )(* tyV 中。如果 x 在 )(* yV 中，我们知道

)(wycwx ≥ 对于所有 0≥w 成立。将这个式子的两侧同乘以 t可得： )(wtycwtx ≥ 对于所有

0≥w 成立。但这意味着 tx在 )(* tyV 中。■ 
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例子：规模弹性和成本函数 

给定一个生产函数 )(xf ，我们可以考虑规模报酬的局部测量，这称为规模弹性

（elasticity of scale）: 

1)(
)(

)( == txf

t

dt

txdf
xe  

这个定义我们曾经在第 1章给出。当 )(xe 小于、等于或大于 1时，技术分别呈现局部规模

报酬递减、不变或递增的特征。 

给定要素价格向量，我们可以计算企业的成本函数 ),( ywc 。令

*x 是在 ),( yw 时的成本

最小的要素束。于是我们可以根据下列式子计算 )( *xe ： 

.
)(
)(

/),(
/),(

)( *

yMC

yAC

yywc

yywc
xe =

∂∂
=  

为了看清这一点，我们对前面定义的 )(xe 微分： 

.
)(

)(

)(
*

1

*
*

*

xf

x
x

xf

xe

n

i i
i

∑ = ∂
∂

=  

由于

*x 使得成本最小，它满足一阶条件
i

i x

xf
w

∂
∂= )( *

λ 。而且，根据包络定理可知，

yywc ∂∂= /),(λ （参见第 5章），因此 

.
)(
)(

/),(
)(/),(

)(
)(

*

*
1

*
*

yMC

yAC

yywc

xfywc

xf

xw
xe

n

i ii =
∂∂

== ∑ =

λ
 

 

6.4对偶的几何图形 

在这一章我们将分析企业的技术（由生产函数刻画）和它的经济行为（由成本函数刻画）

之间的几何关系。 

在图 6.2中，我们画出了企业的等产量线和在该产量水平 y时的等成本曲线。这条等成

本曲线在点 ),( *
2

*
1 ww 的斜率为 

),(
),(

),(

),(
)(

*
2

*
1

2

*
1

*

1

*
12

ywx

ywx

w

ywc
w

ywc

dw

wdw −=

∂
∂

∂
∂

−=  

另一方面，等产量曲线的定义为 

.)( yxf ≡  
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等产量曲线在点

*x 的斜率为 

.
)(

)(
)(

2

*
1

*

1

*
12

x

xf
x

xf

dx

xdx

∂
∂

∂
∂

−=  

现在，如果 ),( *
2

*
1 xx 是价格为 ),( *

2
*
1 ww 时的一个成本最小化的点，那么它必定满足一阶条件 

.
)(

)(

2

*
1

*

*
2

*
1

x

xf
x

xf

w

w

∂
∂

∂
∂

=  

注意这个美妙的对偶

．．

：等产量曲线的斜率给出了要素价格之比，而等成本曲线给出的是要

素使用数量之比。 

 

 

图图图图 6.2：：：：等产量曲线的曲率和等成本曲线的曲率等产量曲线的曲率和等成本曲线的曲率等产量曲线的曲率和等成本曲线的曲率等产量曲线的曲率和等成本曲线的曲率。等产量曲线的曲率越大，等成本曲线的曲

率越小。 

等产量曲线的曲率

．．

（curvature）和等成本曲线的曲率有什么关系？可以证明它们的曲

率是反相关的：如果等成本曲线非常弯曲，则等产量曲线将非常平坦，反之亦然。为了看清

这一点，考虑等产量曲线的某个具体的点 ),( 21 ww ，然后将这个点沿着这条曲线移动到较远

的距离，到达另外一个点 ),( 21 ww ′′ 。假设我们发现等成本曲线的斜率变化并不大，也就是说

等成本曲线的曲率较小。由于等成本曲线的斜率给出的是要素需求量之比，这意味着成本最

小化要素束之间是非常相似的。借助图 6.2我们可以看出这表示等产量曲线是急剧弯曲的。

在极端情形下，我们发现里昂惕夫技术的成本函数是一个线性函数，而且 L 形成本函数都

对应着线性技术。 
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例子：生产函数，成本函数和条件要素需求 

假设我们有一个平滑且凸的等产量曲线。那么等成本曲线也是凸且平滑的，条件要素

需求曲线也是良好表现的，如图 6.3所示。 

 

 

图图图图 6.3：：：：技术技术技术技术，，，，成本和需求成本和需求成本和需求成本和需求。。。。等产量曲线为平滑且凸的情形。 

 

假设等产量曲线有水平段（flat spot），因此在某组要素价格水平下，不存在唯一的要素

需求束，也就是说要素需求束有很多个。于是在这样的要素价格水平下，等成本曲线必定是

不可微分的，条件要素需求函数是多值（multivalued）函数，如图 6.4所示。 

 

 

图图图图 6.4：：：：技术技术技术技术，，，，成本和需求成本和需求成本和需求成本和需求。等产量线有水平段的情形。等成本曲线在价格等于水平段斜率斜率斜率斜率

．．

之处存在着弯折（kink）。在这样的要素价格水平下，成本最小束有好多个。 

 

假设等产量曲线在某个点有个弯折，那么对于某个价格区域，要素需求束是固定一点。

这意味着等成本曲线必定有水平段，如图 6.5所示。 
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图图图图 6.5：：：：技术技术技术技术，，，，成本和需求成本和需求成本和需求成本和需求。。。。等产量线有弯折的情形。等成本曲线有水平段，对于同一个要

素束有多组价格都可以使得成本最小化。 

 

 

假设等产量曲线在某个区域是拟凸的。那么等成本曲线在某点出现了弯折，条件要素

需求是不连续的和多值的，如图 6.6所示。比较图 6.4和 6.6，注意这个技术的成本函数与这

个技术在凸化后的成本函数的区别。 

 

图 6.6：技术、成本与需求。等产量线非凸的情形。它的等成本线看上去和有水平段的等产

量线的等成本线一样，但是要素需求函数现在是不连续的。 

 

6.5对偶的用途 

生产技术与它相伴的成本函数之间存在着对偶关系，这个事实对于生产经济学有几个

重要的影响。我们曾经顺带着涉及到了这些影响中的一部分，此处需要将它们再总结一下。 

首先，拥有描述技术性质的两种不同方法在理论上非常方便，因为某些类型的论断如

果借助生产函数或利润函数将非常容易证明，而如果使用技术的直接表示方法进行证明则比
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较困难。例如，考虑前面的那个例子，在该例中，价格波动比价格固定在期望值上能带来更

高的利润。这只是利润函数凸性的微不足道的一个推论。然而，如果我们使用技术直接表示

方法进行证明的话，就比较困难一些。 

第二，在均衡分析中，行为的对偶（例如成本函数和利润函数之间的对偶）非常有用，

因为它们已将行为假设包含在方程说明中。例如，如果我们想分析某种特别税收政策对企业

利润的影响方式，我们可以先分析这种税如何影响企业面的的价格，然后看看这些特定的价

格变动如何影响利润函数的。我们不需要求解任何最大化问题，因为它们在利润函数的界定

中已经 “被解决了”。 

第三，成本函数和利润函数的全部性质就是齐次性、单调性和曲率性（curvature），这

个事实使我们更容易验证企业行为的某些类别的命题。我们只要检验一下某个特定性质是不

是成本或利润函数的齐次性、单调性或曲率性的结果即可。如果不是，那么这个性质就不能

从最大化行为中推导出来。     

第四，利润和成本函数可用三个相对简单的数学条件刻画，这样我们就可以比较容易地

将技术表达为参数形式。例如，为了完全描述某个技术，我们所要做的全部工作，就是规定

函数关于要素价格是连续的、单调的和凹的即可。这要比规定生产函数简单得多。在实践计

算或计量经济工作中，这样的参数表达形式非常有用。 

第五，对偶表示方法在经济计量工作中的表现通常更让人满意。原因在于进入对偶关系

的变量——价格变量——通常视为企业选择问题的外生变量。如果要素市场是完全竞争的，

那么经济学家认为企业将要素价格作为外生给定的，它要做的就是选择投入水平，因此在统

计学上，要素价格因素可能和生产关系的误差项不相关。从统计学的观点看，这个性质非常

让人满意。我们将在 12章进一步分析这个问题。 

 

注释 

    Shephard（1953）第一个首先严格证明了成本函数和生产函数的基本对偶关系。Diewert

（1954）则综述了这一主题的历史进展并且提供了更一般的现代处理方法。 

 

习题 

6.1 成本函数为 ywwywwc },min{),,( 2121 = 。求生产函数和条件要素需求。 

6.2 成本函数为 }{),,( 2121 wwyywwc += 。求条件要素需求和生产函数。 

6.3成本函数为 ywwywwc ba
2121 ),,( = 。我们对a和b知道些什么？ 
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7 效用最大化 
 

在本章我们开始分析消费者行为。在竞争性厂商理论中，供给和需求函数都是从利润最

大化行为模型和基本的技术约束条件中推出。在消费者理论中，我们将根据效用最大化行为

和基本经济约束条件推出需求函数。 

 

7.1 消费者偏好 

考虑某消费者面对集合 X 中某些可能的消费束的情形，集合 X 称为他的消费集

．．．

（consumption set）。在本书中，我们通常假定 X是 K
R  中的非负象限，但也可以使用更具

体的消费集。例如，为维持消费者生存所必需的那些消费束组成的集合。我们总是假定 X

是闭且凸的集合。 

消费者对于 X中的消费束存在着偏好。当我们写出 yx
−
≻ 时，我们的意思是说“消费者

认为消费束 x至少和消费束 y一样好”。我们希望偏好能对消费束排序。因此，我们需要假

定偏好满足某些标准的属性。 

 

完备性

．．．

（complete）。对于 X中所有的 x和 y，或者 yx
−
≻ 或者 xy

−
≻ （或二者都成立）。 

反身性

．．．

（reflective）。对于 X中所有的 x， xx
−
≻ 。 

传递性

．．．

（transitive）。对于 X中所有的 x，y和 z，若 yx
−
≻ 且 zy

−
≻ ，则 zx

−
≻ 。 

第一个假设只是说任意两个消费束之间都可以进行比较；第二个假设是微不足道的；第

三个假设是分析偏好最大化（maximization）时所必须的。如果偏好不是传递的，则可能存

在这样的消费束集，它们不含有最优元素。 

给定描述“弱偏好”的排序

−
≻，我们可以定义严格偏好≻： yx ≻ 的意思是不是 xy

−
≻ 。

我们将 yx ≻ 读为“ x被严格偏好于 y”。类似地，我们可以定义无差异~： yx ~ 当且仅当 

yx
−
≻ 和 xy

−
≻ 同时成立。 

    我们通常还希望对消费者的偏好作出其他的假设；例如。 

连续性

．．．

。对于 X 中的所有 y ，集合 }:{ yxx
−
≻ 和 }:{ yxx

−
≺ 都是闭集。由此可知，

}:{ yxx ≻ 和 }:{ yxx ≺ 是开集。 

这个假设将某些不连续的行为排除了；它的意思是说，如果 )(x′ 是消费束的一个序列，
而且该序列中的每个消费束都至少和消费束 y一样好，如果该序列收敛于某个消费束 *x ，

则

*x 至少和 y一样好。 
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连续性最重要的后果是：如果 y严格比 z好，并且如果 x是非常接近于 y的一个消费

束，则 x严格比 z好。这种说法只是严格偏好消费束集合为开集的另外一种表达方法。对于
开集和闭集的简明讨论请见第 26章。 

在经济分析中，通常用效用函数

．．．．

（utility function）总结某个消费者的行为；也就是说，

函数 RXu →: 使得 yx ≻ 当且仅当 )()( yuxu > 。可以证明，如果偏好排序是完备的、反

身的、传递的和连续的，则它可以用一个连续的效用函数表示。下面我们将提供一个相对较

弱版本的证明。效用函数通常是描述偏好的便利方法，但是不应该对此进行任何心理学上的

解释。效用函数唯一重要的特征是它的序数性质。如果 )(xu 代表某个偏好

−
≻而且 RRf →:

是一个单调函数，则 ))(( xuf 将和 )(xu 代表同一偏好，这是由于 ))(())(( yufxuf ≥ ，当且

仅当 )()( yuxu ≥ 。 

对于偏好还有一些有用的假设。例如： 

弱单调性

．．．．

。若 yx ≥ ，则 yx
−
≻ 。 

强单调性

．．．．

。若 yx ≥ 且 yx ≠ ，则 .yx ≻  

    弱公理是说，如果消费束 x中的每种商品的数量都不小于消费束 y中的，则 x至少和 y
一样好。强单调性是说如果消费束 x中的每种商品的数量都不小于消费束 y中的，并且某些
商品的数量严格大于消费束 y中的，则 x严格比 y好。这只是假设商品是好的（good）。 

如果某种商品是坏商品（bad），例如垃圾或污染，那么强单调性就不再合理。但是在这

些情形下，重新将这些商品定义为类似“缺乏垃圾”或“缺乏污染”，那么在这些重新定义

过的商品上，偏好是满足强单调性假设的。 

比上述两种单调性都弱的另外一个假设为： 

局部非饱和性

．．．．．．

（local nonsatiation）。给定 X 中的任何 x以及任何 0>ε ，则在 X 中存在

着满足 ε<− yx 的某个消费束 y，使得 xy ≻ （一）

。 

局部非饱和性是说，即使你被限制只能对消费束稍微进行改变，你也总能做得稍微更

好。读者需要验证一下，强单调性蕴涵着局部非饱和性，但反过来则不成立。局部非饱和性

排除了“厚的”无差异曲线。 

    我们还需要两个假设，这两个假设通常用来保证消费者需求函数表现良好： 

凸性

．．

。给定 X 中 x , y和 z并且 zx
−
≻ 和 zy

−
≻ ，则 zyttx

−
−+ ≻)1( ，其中 10 ≤≤ t 。 

严格凸性

．．．．

。给定 X 中 x , y（ yx ≠ ）和 z并且 zx
−
≻ 和 zy

−
≻ ，则 zyttx ≻)1( −+ ，其中

10 << t 。 

给定一个偏好排序，我们通常用图形表示。由彼此无差异的所有消费束组成的集合称

为无差异曲线

．．．．．

（indifference curve）。你可以将无差异曲线想象成效用函数的水平集

．．．

(level 

                                                        
（一）

符号 yx − 表示欧式空间中 x和 y 的距离。 
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sets)；无差异曲线类似于生产理论中的等产量线。在一条无差异曲线上面或上方（on or 

above）的所有消费束 X{ 中的 }: yxx
−
≻ ，称为上轮廓集

．．．．

（upper contour set）（一）。上轮廓集

类似于生产理论的必要投入集。 

凸性意味着消费者偏好平均消费束胜于极端消费束，但是除了这个意义之外，它不具

有其他经济意义。在凸偏好的情形下，无差异曲线可能含有水平段，然而在严格凸偏好的情

形下，无差异曲线是严格圆滑的。凸性是新古典经济学中“边际替代率递减”假设的推广。 

 

例子：效用函数的存在性。 

效用函数的存在性

．．．．．．．．

。假设偏好是完备的、反身的、传递的、连续的而且是强单调的，

则存在着可以代表这些偏好的一个连续效用函数 RRu k →+: 。 

证明。令e表示 kR+中的单位向量，即 )1,...,1(
1个k

e = 。给定任何向量 x，令 )(xu 是使得 exux )(~

的那个数。我们需要证明这样的数存在而且是唯一的。 

令 RB {= 中的 }: xtet
−
≻ 以及 RW {= 中的 }: text

−
≻ 。强单调性意味着B是非空的；W

显然是非空的，因为它包含 0。连续性意味着上述两个集合都是闭的。由于实直线是连续的，

存在某个 t，使得 xetx ~ 。我们必须证明这个效用函数真正代表了消费者隐含的偏好。令 

xtxu =)(   其中 xetx ~  

ytyu =)(   其中 .~ yety  

于是如果 yx tt < ，根据强单调性可知 etet yx ≺ ，根据传递性可知， 

.~~ yetetx yx ≺  

类似地，如果 yx ≻ ，则 etet yx ≻ ，因此 yx tt > 。 

证明 )(xu 是连续函数需要额外技术，此处省略。■ 

 

例子：边际替代率 

令 ),...,( 1 nxxu 是一个效用函数。假设我们增加商品 i的数量，为了使效用不变，消费者

应该怎样改变商品 j的数量？ 

根据第 1章的做法，令 idx 和 jdx 分别表示 ix 和 jx 的变化量。根据假设，效用的变化量

必定为零。因此 

.0
)()( =

∂
∂+

∂
∂

j
j

i
i

dx
x

xu
dx

x

xu
 

                                                        
（一） 有时翻译为“上水平集”等，译者注。 
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因此， 

.
)(

)(

xj

xu
x

xu

dx

dx i

j

i

∂
∂

∂
∂

−=  

这个式子称为商品 i和商品 j之间的边际替代率

．．．．．

（marginal rate of substitution）。 

边际替代率不取决于我们选取哪个效用函数来代表偏好，也就是说效用函数的单调变

换不会改变边际替代率。为了证明这一点，令 )(uv 是效用函数u的单调变换。这个效用函

数的边际替代率为 

.
)(

)(

)(
)(

)(
)(

xj

xu
x

xu

xj

xu
uv

x

xu
uv

dx

dx ii

j

i

∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂′

∂
∂′

−=  

 

7.2 消费者行为 

现在我们有了偏好的描述方法——效用函数，可以分析消费者行为了。我们的基本假设

是理性的消费者总是从他买得起的消费束集中选择最偏好的消费束。 

在偏好最大化的基本问题中，消费者能够买得起的消费束集合就是满足消费者预算约束

的所有消费束。令m表示消费者的既定收入，令 ),...,( 1 kppp = 表示商品 k,...,1 的价格向量。

消费者能够买得起的消费束集合，即消费者的预算集为 

XB {= 中的 }.: mpxx ≤  

效用最大化的问题因此可以写为： 

)(max xu
x

 

使得 mpx ≤  

x在 X 中. 

我们先来分析一下这个问题的一些基本特征。第一个问题为解的存在性问题。根据第

27 章可知，我们需要检验目标函数是连续的，并且约束集是闭且有界的。根据假设可知，

效用函数是连续的，约束集明显是闭的。如果 0>ip （其中 ki ,...,1= ）并且 0≥m ，不难

证明约束集是有界的。如果某种商品的价格为零，消费者对于该商品的需求可能是无限的。

我们一般忽略这样的边界问题。 

第二个问题是偏好的代表性问题。这里我们注意到最大化的选择

*x 和我们选择用哪个
效用函数代表这些偏好无关。这是因为最优选择

*x 必定满足下列性质：对于 B中的所有 x，
都有 xx

−
≻

*
，因此代表偏好

−
≻的任何效用函数必然都会选择

*x 作为约束最大化的解。 

第三，如果我们将所有商品的价格以及消费者的收入同乘以一个正常数，我们不会改
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变预算集，因此我们不会改变最优选择集。也就是说，如果

*x 具有下列性质： xx
−
≻

*
对于

所有满足 mpx ≤ 的 x成立，那么 yx
−
≻

*
对于所有满足 tmtpy ≤ 的所有 y成立。大致来说，

最优选择集关于价格和收入是“零次齐次”的。 

如果我们对偏好再作出一些正规性的假设，我们对消费者效用最大化行为描述得会更

详细。例如，假设偏好满足局部非饱和性；我们能否得到某个

*x 使得 mpx <*
？假设我们

能够得到；于是，由于

*x 的花费严格小于m， X 中每个充分接近 *x 的消费束也是可行的。
但是根据局部非饱和性假设，存在无限接近于

*x 的某个消费束 x， x比 *x 更受偏好。但是
这意味着

*x 在预算集上并未使得效用最大。 

因此，在局部非饱和性的假设下，效用最大化的消费束

*x 必定在预算线上，即 mpx =*
。

这样，我们可以将消费者的最大化问题重新表述为 

)(max),( xumpv
x

=  

使得 .mpx =  

函数 ),( mpv 称为间接效用函数

．．．．．．

（indirect utility function），它是在既定价格和收入条

件下能实现的最大效用值。这个最大化问题的解 x称为消费者的需求束

．．．

（demanded bundle）。

需求束给出了在价格和收入既定条件下消费者想要的每种商品的数量。我们假设每个预算集

都有唯一的需求束；作出这个假设的目的是出于方便，对于分析来说，这个假设不是必需的。 

需求束是 p和m的函数，这个函数称为消费者的需求函数

．．．．

（demand function）。我们

用 ),( mpx 表示需求函数。就象企业的情形一样，我们需要作出一些假设确保需求函数是定

义清晰的。特别地，我们假设使效用最大的消费束是唯一的。稍后我们将看到，偏好的严格

凸性将满足上述唯一性的行为。 

正象企业的情形一样，消费者的需求函数是 ),( mp 的零次齐次函数。我们在前面已经

说过这个结论，将价格和收入同乘以一个正数，丝毫不会改变预算集，因此也不会改变效用

最大化问题的解。 

和生产的情形一样，我们可以使用微积分刻画最优化行为，只要效用函数是可微的。

效用最大化问题的拉格朗日函数可以写为 

)()( mpxxuL −−= λ , 

其中λ是拉格朗日乘子。将这个拉格朗日函数对 ix 求导，可得到一阶条件 

.,...,10
)(

kip
x

xu
i

i

==−
∂

∂ λ  

为了解释这些条件，我们将第 i个一阶条件除以第 j个一阶条件可得 

.,...,1,
)(

)(

*

*

kji
p

p

x

xu
x

xu

j

i

j

i ==

∂
∂

∂
∂
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上式的左侧是商品 i和商品 j之间的边际替代率，右侧可以称为商品 i和商品 j之间的

经济替代率（economic rate of substitution）。最大化意味着这两个替代率必定相等。如果不

相等，假设 

.
1
2

1
1

)(

)(

*

*

j

i

j

i

p

p

x

xu
x

xu

=≠=

∂
∂

∂
∂

 

于是，如果消费者放弃一单位商品商品 i并且购买一单位商品 j，那么他将位于同一条无差

异曲线上，并且还余下一元钱。所以，总效用会增加，这与最大化矛盾。 

这个结论也可以用几何方法论证，如图 7.1 所示。消费者的预算线为

}:{ 2211 mxpxpx =+ 。这个式子也可以写成隐函数的图形形式： 12122 )/(/ xpppmx −= 。

因此，预算线的斜率为 21 / pp− ，纵截距为 2/ pm 。消费者希望在预算线上找到一点使得他

的效用最大。这显然必须满足相切条件，即无差异曲线的斜率等于预算线的斜率。将这些语

句翻译成代数语言，就得到了前面的条件。 

 

 

图图图图 7.1：：：：效用最大化效用最大化效用最大化效用最大化。最优消费束位于无差异曲线和预算线的切点之处。 

 

最后，我们可以使用向量术语表达这个条件。令

*x 为一个最优选择，令dx表示满足预
算约束的

*x 的扰动。因此，我们必然有 

.)( * mdxxp =±  

由于 mpx = ，这个式子意味着 0=pdx ，这反过来意味着dx必定与 p正交。 

对于dx的这类任何扰动，效用不会发生变化，否则 *x 不是最优的。因此，我们也有 
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0)( * =dxxDu  

这表明 )( *xDu 与 dx也是正交的。既然这个结论对于满足 0=pdx 的所有扰动 dx成立，

)( *xDu 必然和 p成比例，这就是我们已经发现的一阶条件。 

效用最大化的二阶条件可用第 27章的知识进行分析。拉格朗日函数对商品 i和商品 j的

二阶导数为 ji xxxu ∂∂∂ /)(2
。因此，二阶条件可以写为 

0)( *2 ≤hxuDht
对于所有满足 0=ph 的 h成立.              (7.1) 

这个条件要求效用函数的海赛矩阵对于与价格向量正交的 h是负半定的。这等价于要求
)(xu 是局部拟凹的。从几何上来说，这个条件表示上轮廓集在最优选择

*x 之处必然位于预

算超平面的上方。 

和往常一样，二阶条件可用涉及加边的海赛矩阵表示。通过第 27章的知识可知，（7.1）

式为严格不等式的充分必要条件是加边海赛行列式的自然序主子式交替改变符号。因此， 

0

0

22212

12111

21

>
−
−

−−

uup

uup

pp

 

0

0

3332313

2322212

1312111

321

<

−

−
−

−−−

uuup

uuup

uuup

ppp

 

等等。 

 

7.3 间接效用 

我们在前面定义了间接效用函数的概念。这个函数 ),( mpv 是指最大效用是价格 p和收

入 m的函数。 

 

间接效用函数的性质

．．．．．．．．．

。 

（1） ),( mpv 是价格 p的非增函数；也就是说，如果 ,pp ≥′ 则 ),(),( mpvmpv ≤′ 。类似

地， ),( mpv 是收入m的非减函数。 

（2） ),( mpv 是 ),( mp 的零次齐次函数。 

（3） ),( mpv 是价格 p的拟凹函数；也就是说， }),(:{ kmpvp ≤ 对于所有 k来说都是凸集。 

（4） ),( mpv 是连续的，若 .0,0 >>> mp  

证明。 
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（1）令 }:{ mpxxB ≤= 以及 }:{ mxpxB ≤′=′ ，其中 .pp ≥′ 则B′包含于B。因此， )(xu
在B上的极大值，至少和 )(xu 在B′上的极大值一样大。类似地，可以证明关于m的结论。 

（2）如果价格和收入同乘以一个正数，预算线根本不会改变。因此， ),(),( mpvtmtpv = ，

其中 .0>t  

（3）假设 p和 p′分别满足 kmpv ≤),( 和 kmpv ≤′ ),( 。令 pttpp ′−+=′′ )1( 。我们想证

明 kmpv ≤′′ ),( 。定义以下预算集： 

}:{ mpxxB ≤=  

}:{ mxpxB ≤′=′  

}:{ mxpxB ≤′′=′′  

我们将证明，任何 x若在B ′′ 中，则 x必然在B中或在B′中；也就是说， BBB ′′⊃′∪ 。

假设不是如此；则 x满足 mxpttpx ≤′−+ )1( 但 mpx > 且 mxp >′ 。这两个不等式可以写

为 

tmtpx >  

.)1()1( mtxpt −>′−  

将上面两个式子相加，可得 

.)1( mxpttpx >′−+  

这与原来的假设矛盾。 

现在注意到 

)(max),( xumpv =′′ 使得 x在B ′′ 中 

)(max xu≤ 使得 x在 BB ′∪ 中    （因为 BBB ′′⊃′∪ ） 

k≤     （因为 kmpv ≤),( 且 kmpv ≤′ ),( ）。 

（4）从第 27章的最大化定理可以推知。■ 

在图 7.2 中，我们画出了一种特别的集合，称为“价格无差异曲线”，这些曲线就是间

接效用函数的水平集。根据上面定理中的性质（1）可知，当我们向原点移动时，效用是非

减的；根据性质（3）可知，下轮廓集是凸的。注意，下轮廓集位于价格无差异曲线的东北

方，这是因为间接效用随着价格增高而下降。 

    我们注意到如果偏好满足局部非饱和性假设，则 ),( mpv 是m的严格增函数。在图 7.3

中，我们已经画出了在价格既定不变的情形下， ),( mpv 和m之间的关系。因为 ),( mpv 是m

的严格增函数，所以它是可逆的，我们可以从该函数中解出m :它是效用水平的函数；也就
是说，给定任何效用水平u，我们可以找到当价格为 p时实现效用u所必需的最小收入额。

如图 7.3 所示。收入和效用的这种函数关系，即间接效用函数的反函数，称为支出函数
（expenditure function），并用 ),( upe 表示它。 

支出函数的一个等价定义是： 
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pxupe min),( =  

使得 .)( uxu ≥  

支出函数给出了实现既定效用水平的所必需的最小成本。 

 

图图图图 7.2：：：：价格无差异曲线价格无差异曲线价格无差异曲线价格无差异曲线。。。。价格无差异曲线是指满足 kmpv =),( （其中 k为常数）的所有价
格组合。下轮廓集包含所有满足 kmpv ≤),( 的价格组合。 

 

 

图图图图 7.3：：：：效用作为收入的函数效用作为收入的函数效用作为收入的函数效用作为收入的函数。当收入增加时，间接效用必然增加。 

 

支出函数完全类似于我们曾研究过的企业行为中的成本函数，因此，它具有成本函数

的全部性质（参见第 5章）。为方便起见，我们将这些性质重复表述如下。 

 

支出函数的性质

．．．．．．．

。 

（1） ),( upe 是 p的非减函数。 

（2） ),( upe 是 p的一次齐次函数。 

（3） ),( upe 是 p的凹函数。 
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（4） ),( upe 是 p的连续函数，若 0>>p 。 

（5）若 ),( uph 是价格为 p时实现效用水平u的最小支出最小支出最小支出最小支出

．．．．

束，则

i
i p

upe
uph

∂
∂= ),(

),( ，其中

ki ,...,1= ，假设导数存在而且 .0>ip  

证明。这些性质正是成本函数的性质。请参见第 5章的证明。■ 

函数 ),( uph 称为希克斯

．．．

（Hicksian）需求函数

．．．．

。希克斯需求函数类似于前几章中的

条件要素需求函数。希克斯需求函数告诉我们实现既定效用水平所必需的最小支出。 

希克斯需求函数有时又称为补偿需求函数补偿需求函数补偿需求函数补偿需求函数

．．．．．．

（compensated demand function）。这个名字来

源于下列对需求函数的构造方法：变动价格和收入是的消费者保持在既定的效用水平上。因

此，我们调整收入的目的是“补偿”价格的变化。 

希克斯需求函数不是可以直接观测到的，因为它依赖于效用，但效用是不可直接观测

到的。作为价格和收入函数的需求函数是可以观测到的；当我们想强调希克斯需求函数和通

常的需求函数的区别时，我们通常将后者称为马歇尔

．．．

（Marshallian）需求函数

．．．．

),( mpx 。

马歇尔需求函数就是我们一直讨论的普通需求函数。 

 

7.4 一些重要的恒等式 

有一些重要的恒等式，它们将支出函数、间接效用函数、马歇尔需求函数和希克斯需

求函数连接在一起。 

我们考虑以下的效用最大化问题 

)(max),( * xumpv =  

使得

*mpx ≤ . 

令

*x 是上述最大化问题的解并且令 )( ** xuu = 。考虑支出函数问题 

pxupe min),( * =  

使得

*)( mxu ≥ . 

分析图 7.4可知，在非反常的情形下，这两个问题的解都应该为 *x 。（更严格的论证参见本
章的附录。）这个简单的结论使我们得到四个重要的恒等式： 

（1） mmpvpe ≡)),(,( 。实现效用 ),( mpv 的必要最小支出为m。 

（2） uupepv ≡)),(,( 。收入 ),( upe 能实现的最大效用为u。 

（3） )),(,(),( mpvphmpx ii ≡ 。收入为m时的马歇尔需求函数与效用为 ),( mpv 时的希

克斯需求函数是相同的。 

（4） )),(,(),( upepxuph ii ≡ 。效用为u时的希克斯需求函数与收入为 ),( upe 时的马歇
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尔需求函数是相同的。 

    最后一个恒等式也许是最重要的，因为它将“可观测的”马歇尔需求函数和“不可观测

的”希克斯需求函数联系起来。这个恒等式表明，希克斯需求函数——支出最小化的解——

等于在相应收入水平时的马歇尔需求函数——即，在给定价格水平下，为实现合意的效用水

平所必需的最小收入。因此，任何需求束都可以表达为效用最大化问题的解，也可以表达为

支出最小化问题的解。在本章的附录部分，我们给出了二者相等的条件。目前，我们只是分

析这个对偶性的结果。 

     正是这种联系产生了“补偿需求函数”的概念。在价格变动的情形下，我们调整消费

者的收入，即对他进行“补偿”以让他维持在既定的效用水平上，这种情形下他对商品的马

歇尔需求就是希克斯需求。 

 

 

图 7.4：最大化效用和最小化支出。一般来说，使效用最大化的消费束也使支出最小化；反

之亦然。 

    下列定理给出了这些恒等式的一个应用： 

罗伊

．．

(Roy)恒等式

．．．

。如果 ),( mpx 是马歇尔需求函数，那么 

ki

m

mpv
p

mpv

mpx i
i ,...,1

),(

),(

),( =

∂
∂

∂
∂

−=  

当然前提条件是上式右侧是良好定义的，而且 0>ip 以及 0>m 。 

 

证明。假设

*x 在 ),( ** mp 处使得效用最大，最大值为

*u ，从前面的恒等式我们知道 

).,(),( **** uphmpx ≡                        （7.2） 

从另外一个恒等式，我们还知道 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 103 

)).,(,( ** upepvu ≡  

这个恒等式是说，不管价格在什么水平上，如果在这些价格下为使消费者达到效用

*u ，你
给他一笔最小的收入，那么他能达到的最大效用就是

*u 。 

由于这是一个恒等式，该式两侧同时对 ip 求导可得 

ii p

upe

m

mpv

p

mpv

∂
∂

∂
∂+

∂
∂= ),(),(),(

0
******

 

将上式变形并结合（7.2）式可知 

.
),(

),(
),(

),(),( **

**

**
****

m

mpv
p

mpv

p

upe
uphmpx i

i
ii

∂
∂

∂
∂

−≡
∂

∂≡≡  

由于这个恒等式对于所有 ),( ** mp 成立，而且由于 ),( *** mpxx = ，就证明了最终的结果。

■ 

以上的证明，尽管简练，但它的启发性不够强。下面我们再给出另外一种直接的证明

方法。间接效用函数为 

)),((),( mpxumpv ≡                      （7.3） 

如果我们将上式对 jp 求导，可得 

.
)(),(

1 j

i
n

i ij p

x

p

xu

p

mpv

∂
∂

∂
∂≡

∂
∂

∑
=

                   （7.4） 

由于 ),( mpx 为需求函数，它满足利润最大化的一阶条件。将这些一阶条件代入（7.4）式可

得 

.
),(

1 j

i
n

i
i

j p

x
p

p

mpv

∂
∂=

∂
∂

∑
=

λ                    （7.5） 

需求函数还满足预算约束 mmppx ≡),( ，将该式两侧对 jp 求导可得 

.0),(
1

=
∂
∂+ ∑

= j

i
n

i
ij p

x
pmpx λ                    （7.6） 

将（7.6）代入（7.5）可得 

).,(
),(

mpx
p

mpv
j

j

λ−=
∂

∂
                   （7.7） 

现在将（7.3）式两侧对m求导可得 

.
),(

1 m

x
p

m

mpv i
k

i
i ∂
∂=

∂
∂

∑
=

λ                      （7.8） 
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将预算约束对m求导可得 

1
1

=
∂
∂

∑
= m

x
p i

k

i
i                       （7.9） 

将（7.9）代入（7.8）可得 

.
),( λ=

∂
∂

m

mpv
                     （7.10） 

这个式子只是说，一阶条件中的拉格朗日乘子就是收入的边际效用。将（7.7）和（7.10）合

在一起就得到了罗伊恒等式。 

最后，罗伊恒等式还有一种证明方法，这就是直接使用包络定理进行证明（参见第 27

章）。上述的论证过程就是将包络定理的证明过程重述了一遍。 

 

7.5 以货币度量的效用函数 

关于支出函数有一个漂亮的构造，福利经济学不少地方都要用到它。考虑某些价格 p和
某个给定的商品束 x。我们提出以下问题：为了和消费商品束 x的状况一样好，在价格 p下

某个既定的消费者至少需要多少钱？ 

图 7.5告诉我们如何使用图形构建这个问题的答案，前提是我们知道消费者偏好。我们

只要看看消费者为了达到经过 x的无差异曲线需要多少钱即可。在数学上，我们要求解下列
问题： 

pz
z

min  

使得 )()( xuzu ≥  

 

 

图图图图 7.5：：：：以以以以货币货币货币货币度量度量度量度量的的的的直接直接直接直接效用函数效用函数效用函数效用函数。货币制的效用函数，给出了在价格 p下为使消费者的

效用至少和商品束 x一样好，他应该拥有的最小钱数。 

    这类函数经常出现，因此需要给它起个名字；遵循萨缪尔森（Samuelson, 1974）的叫法，
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我们将其称为以

．

货币度量的效用函数

．．．．．．．．．

（money metric utility function）。有时也称为“最低

收入函数”，或“直接补偿函数”等其他名字。另外的一种定义方法是 

)).(,(),( xupexpm ≡  

容易看出，如果 x固定不变，则 )(xu 也是固定不变的，因此 ),( xpm 的行为和支出函

数的行为是一样的：它对于价格 p是单调的、齐次的和凹的，等等。但下列事实不怎么明
显：当 p固定不变时， ),( xpm 实际上就是一个效用函数。证明很简单：价格固定不变时，

支出函数是效用水平的增函数，如果你想得到更高的效用水平，你必须花费更多的钱。事实

上，如果偏好是连续的、局部非饱和的，则支出函数是u的严格增函数。 

因此，对于固定不变的 p， ),( xpm 只是效用函数的单调变换，因此它本身也是个效用

函数。 

由图 7.5不难看出这一点。对于通过 x的无差异曲线上的所有点，我们赋予相同的数值；
对于更高无差异曲线上的所有点，我们赋予更大的数值。这正是效用函数要求的全部条件，

因此 ),( xpm 是一个效用函数。 

对于间接效用函数也有一个类似的构造，称为以货币度量的间接效用函数

．．．．．．．．．．．．

（money 

metric indirect utility function）。它的表达式为 

)).,(,(),;( mqvpemqp ≡µ  

也就是说， ),;( mqpµ 衡量当价格为 p时某人需要多少钱才能使他的状况，和当价格为q且
他的收入为m时的状况一样好。和前面直接效用情形一样， ),;( mqpµ 的行为类似支出函

数关于 p的行为，但是现在它的行为类似于间接效用函数关于 q和m的行为。这是因为，

它毕竟是间接效用函数的单调变换。图 7.6给出了一个例子。 

 

图图图图 7.6:以货币单位衡量的间接效用函数以货币单位衡量的间接效用函数以货币单位衡量的间接效用函数以货币单位衡量的间接效用函数。。。。这个函数是说当价格为 p时，消费者至少应拥有多
少钱，才能使他的状况和当价格为q且他的收入为m时的状况一样好。 
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直接和间接补偿函数的一个没好特征是他们仅包含可以观测到的可以观测到的可以观测到的可以观测到的

．．．．．．

变量。它们是一类特特特特

．

别的别的别的别的

．．

直接和间接效用函数，使用它们可以衡量我们感兴趣的一些东西，而且关于单调变换也

是很明确的。在讨论可积理论（integrability theory）和福利经济学时，我们将发现这一特征

非常有用。 

 

例子：柯布-道格拉斯效用函数 

柯布-道格拉斯效用函数形式为 .),( 1
2121

aa xxxxu −= 由于该函数的任何单调变换仍然代

表着相同的偏好，我们也可以将它写为 .ln)1(ln),( 2121 xaxaxxu −+=  

支出函数和希克斯需求函数是相同的，只要相应将符号改变一下即可；成本函数和条

件要素需求函数（请参见第 4章）也是相同的。马歇尔需求函数和间接效用函数可用求解下

列问题的方法推导出来： 

21 ln)1(lnmax xaxa −+  

使得 .2211 mxpxp =+  

构造拉格朗日函数 

).(ln)1(ln 221121 mxpxpxaxaL −+−−+= λ  

一阶条件为 

0
1

0

2
2

1
1

=−−

=−

p
x

a

p
x

a

λ

λ
 

.02211 =−+ mxpxp  

由前两个式子可得 

.
1

2211 xp

a

xp

a −=  

将上式交叉相乘并使用预算约束可得 

1
211

11

111122

),,(
p

am
mppx

xpam

xapxpxap

=

=
−=

 

将 1x 代入预算约束可得商品 2的马歇尔需求函数 

2
212

)1(
),,(

p

ma
mppx

−=  
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将商品 1和 2的马歇尔需求函数代入目标函数并整理可得到间接效用函数： 

.ln)1(lnln),,( 2121 papammppv −−−=              （7.11） 

得到间接效用函数的一种更快方法是求柯布-道格拉斯成本函数或支出函数（参见第 4

章）的逆函数。我们已知道这样的支出函数为 

,),,( 1
2121 upKpuppe aa −=  

其中K是取决于参数 a的常数。求上述函数的逆时，用m替换上式中的 ),,( 21 uppe ，用

),,( 21 mppv 替代u可得 

.),,( 1
21

21 aa pKp

m
mppv −=  

这个式子只是（7.11）式的一个单调变换，对上式两侧同时取对数就可以看清这一点。 

以货币度量的效用函数可用替代的方法得到。我们有 

aaaa

aa

xxpKp

xxupKpxpm
−−

−

=

=
1
21

1
21

21
1
21 ),(),(

 

以及 

.

),,(),;(
1

21
1
21

21
1
21

mqqpKp

mqqvpKpmqp
aaaa

aa

−−−

−

=

=µ
 

 

例子：CES 效用函数 

CES 效用函数的形式为 .)(),( /1
2121

ρρρ xxxxu += 由于效用函数的单调变换不会改变原

来的偏好，我们可以选择 ).ln(
1

),( 2121
ρρ

ρ
xxxxu +=  

在以前我们已经知道 CES 技术的成本函数的形式为 yxxywc rrr /1
21 )(),( += ，其中

)1/( −= ρρr 。因此，CES效用函数的支出函数必然具有下列形式 

.)(),( /1
21 uppupe rrr +=  

需求函数可通过罗伊法则求出： 

.
)()(

)(
1

/),(
/),(

),(
21

1
1

/1
21

1
1

)
1

1(

21

1

1
1 rr

r

rrr

rrrr

pp

mp

pp

mrppp
r

mmpv

pmpv
mpx

+
=

+

+
=

∂∂−
∂∂−=

−

−

−+−

 

CES效用函数的以货币度量的效用函数也可以使用替代的方法得到： 

ρρρ /1
21

/1
21 )()(),( xxppxpm rrr ++=  

.)()(),;( /1
21

/1
21 maqppmqp rrrrrr −++=µ  
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附录 

考虑下列两个问题： 

...

)(max

mpxts

xu

≤
                        （7.12） 

 

.)(..

min

uxuts

px

≥
                      （7.13） 

假设： 

（1）效用函数是连续的；（2）偏好满足局部非饱和性；（3）上述两个最优化问题的解存在。 

效用最大化蕴涵支出最小化

．．．．．．．．．．．．

。假设上述假设都得到满足。令

*x 是（7.12）的解，令

)( *xuu = 。则

*x 也是（7.13）的解。 

证明。假设不是，令 x′是（7.13）的解，因此 *pxxp <′ 而且 )()( *xuxu ≥′ 。根据局部非饱

和性可知，存在充分接近于 x′的消费束 x ′′ ，使得 mpxxp =<′ *
ɺ 而且 )()( *xuxu >′′ 。但这

样一来，

*x 就不可能是（7.12）的解。■ 

 

支出最小化蕴涵效用最大化

．．．．．．．．．．．．

。假设上述假设都得到满足。令

*x 是（7.13）的解，令

*pxm = ，并假设 0>m 。则

*x 也是（7.12）的解。 

证明。假设不是，令令 x′是（7.12）的解，因此 )()( *xuxu ≥′ 并且 .* mpxxp ==′ 由于 0* >px

且效用函数是连续的，我们可以找到 10 << t 使得 mpxxpt =<′ *
且 )()( *xuxtu >′ 。因此，

*x 不可能是（7.13）的解。■ 

 

注释 

文中对效用函数存在性的证明参考了 Wold（1943）的文献。效用函数存在性一般定理

可在 Debru(1964)中找到。 

间接效用函数的重要性首先由 Roy（1942，1947）提出。支出函数似乎源于 Hicks（1946）。

使用对偶方法研究消费者理论，参考的是McFadden & Winter(1968)。货币度量的效用函数

要归功于McKenzie（1957）和 Samuelson（1974）。 
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习题 

7.1 考虑定义在非负象限的偏好 ),(),( 2121 yyxx ≻ 若 2121 yyxx +<+ 。这样的偏好是否是

局部非饱和的？如果消费品只有上面两种，而且它们的价格均为正，消费者会将他的收入全

部花完吗？请解释。 

7.2 某消费者的效用函数为 },max{),( 2121 xxxxu = 。求该消费者对于商品 1 的需求函数。

求他的间接效用函数和支出函数。 

7.3某个消费者的间接效用函数具有下列形式 

1 2
1 2

( , , ) .
min{ , }

m
v p p m

x x
=  

求这个消费者的支出函数、（拟凹）效用函数和他对商品 1的需求函数。 

7.4考虑下列间接效用函数 

1 2
1 2

( , , ) .
m

v p p m
p p

=
+

 

（a）求需求函数；  （b）求支出函数；  （c）求直接效用函数 

 

7.5某个消费者的直接效用函数为下列形式 

1 2 1 2( , ) ( ) .u x x v x x= +  

商品 1是离散商品；商品 1的可能消费水平只有两种即 1 0x = 和 1 1x = 。为简单起见，假设

(0) 0u = 和 2 1p = 。 

  （a）这个消费者有什么样的偏好？ 

  （b）如果 1p 严格小于多少时，消费者将肯定选择 1 1x = ？ 

  （c）与这个直接效用函数相伴的间接效用函数的代数表达式是什么？ 

7.6 某个消费者的间接效用函数为 ( , ) ( ) .v m A m=p p  

  （a）这个消费者有什么样的偏好？ 

  （b）他的支出函数 ( , )e up 是什么样的？ 

（c）他的以货币度量的间接效用函数 ( ; , )q mµ p 是什么样的？ 

（d）现在假设消费者的间接效用函数为 ( , ) ( ) bv m A m=p p ，其中 1b > 。在这种情形下，

该消费者的以货币度量的间接效用函数是什么样的？ 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 110 

 
曹乾曹乾曹乾曹乾●●●●经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列 
 

Microeconomics Analysis
（（（（3th edition）））） 

 
Hal. R. Varian 

（University of Michigan Ann Arbor） 
 

范里安 

微观经济分析（第 3 版） 

完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版    

第 8 章：选择 
 

 

曹乾  译 

(东南大学  caoqianseu@163.com) 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 111 

8 选择 
 

在本章，我们将对消费者的需求行为进行比较静态分析：消费者的需求如何随价格和收

入的变动而变动。和企业的情形一样，我们使用三种方法进行分析：对一阶条件进行微分；

使用支出函数和间接效用函数的性质；使用最优化模型蕴涵的代数不等式。 

 

8.1比较静态分析 

下面我们对两种商品的消费者效用最大化问题分析得更详细一些。我们对消费者的需

求如何随着问题中的参数变化而变化感兴趣。我们维持价格不变允许收入变动；效用最大化

的商品束的运动轨迹称为收入扩展路径

．．．．．．

（income expansion path）。从收入扩展路径，我们

可以推导出一个函数，它将收入和消费者对每种商品的需求（价格不变）联系起来。这样的

函数称为恩格尔曲线

．．．．．

（Engel curves）。收入扩展路径和恩格尔曲线的形状有以下几种： 

（1）收入扩展路径（因此恩格尔曲线）是一条经过原点的直线。在这种情形下，我们说消

费者的需求曲线是单位弹性的。消费者消费每种商品的比例在不同收入水平下是相同的。 

（2）收入扩展路径向其中一种商品弯曲靠近。也就是说，当消费者的收入增加时，两种商

品的消费量都增加，但是其中一种商品的增加比例更大一些（奢侈品），另外一种商品增加

比例更小一些（必需品）。 

（3）收入扩展路径可能向后弯曲。在这种情形下，收入增加后消费者对其中一种商品的消

费反而更少。例如，某个消费者认为当收入增加后，他会减少土豆的消费。这样的商品称为

低档商品（inferior goods）；收入增加，需求也增加的商品称为正常商品（normal goods）。

如图 8.1所示。 

 

 

图图图图 8.1：：：：收入扩展路径收入扩展路径收入扩展路径收入扩展路径。A 图表示单位弹性需求；B 图表示商品 2 为奢侈品；C 图表示商品

1为低档商品。 
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我们可以维持收入固定不变但允许价格变动。如果令 1p 变动而维持 2p 和m 不变，则

预算线将会转动，预算线和无差异曲线的切点的运动轨迹称为价格提供曲线

．．．．．．

（price offer 

curve）。图 8.2中的第一种情形是一种普通情形，因为商品 1 的价格降低后会导致商品 1的

需求增加；第二种情形是，商品 1的价格下降导致商品 1的需求下降。这样的商品称为吉芬

商品（Giffen good）。土豆在某些情形下可能是吉芬商品；如果土豆价格下降，消费者能够

买得起原来消费量的土豆而且还有余钱。消费者可用这部分多出的钱购买更多的通心面条。

但是由于消费者消费更多的通心面条，他可能想减少土豆的消费。 

 

 

图图图图 8.2：：：：价格提供曲线价格提供曲线价格提供曲线价格提供曲线。A 图中，商品 1 的价格下降后，商品 1的需求增加，因此它是一种

普通商品；在 B 图中，商品 1价格下降但它的需求也下降，因此它是一种吉芬商品。 

 

    在以上的例子中，我们看到当某种商品价格下降后，可能产生两种效应：一是该商品相

对另外一种商品更便宜；二是总“购买力”增加了。消费者理论的一个基本结果是斯勒茨基

方程（Slutsky equation）。稍后我们将使用多种方法推导这个方程。 

 

例子：商品税和收入税 

假设我们想对某个追求效用最大化的消费者征税，以获得某些税收收入。最初，消费

者的预算约束为 mxpxp =+ 2211 ，但是在对商品 1 征税后，消费者的预算约束变为

mxpxtp =++ 2211 )( 。这种商品税（excise tax）的效应如图 8.3所示。如果我们用 ),( *
2

*
1 xx

表示税后的消费水平，则税收收入为 .*
1tx  

假设现在我们决定征收收入税，但税收总额与上述商品税总额相同。在这种情形下，

消费者的预算线变为

*
12211 txmxpxp −=+ 。这条预算线的斜率为 21 / pp− ，而且它经过点
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),( *
2

*
1 xx 。如图 8.3所示。注意，由于这条预算线和无差异曲线相交于点 ),( *

2
*
1 xx ，在征税总

额相同的情形下，征收收入税比征收商品税对消费者的影响小，因为消费者在前者情形下效

用更高。 

 

 

图 8.3：商品税和收入税。在征税总额相同的情形下，征收商品税与征收收入税相比，会使

消费者的状况更差。（注：图中标注的 sales tax为商品税） 

 

 

8.2斯勒茨基方程 

我们已经知道希克斯需求曲线或称为补偿需求曲线，和企业理论中的条件要素需求是

相同的。因此，它们具有完全相同的性质；特别地，它们都具有对称的负半定的替代矩阵。 

在企业的情形下，这类限制通常是可以观测到的对企业行为的限制，因为企业的产出

是可以观测到的变量。在消费者的情形下，这类限制似乎没有多大用处，因为效用是不可以

直接观察到的。 

然而，可以证明这种表象是不对的。尽管补偿需求函数不可以直接观察到，我们将看

到，它的导数可以从可观察到的事物计算出来，即马歇尔需求关于价格和收入的导数。这个

关系称为斯勒茨基方程

．．．．．．

（Slutsky equation）。 

 

 

斯勒茨基方程

．．．．．．

。 
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证明。令

*x 在 ),( ** mp 之处使效用最大，令 )( ** xuu = 。下列等式是恒成立的 

)).,(,(),( ** upepxuph jj ≡  

我们可以将上述恒等式对 ip 求导，并且在

*pp = 处求（导数）值，可得 

i

j

i

j

i

j

p

upe

m

mpx

p

mpx

p

uph

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂ ),(),(),(),( ********

 

注意上式的意思。上式的左侧是说当 ip 变动时，补偿需求如何变动。上式右侧是说，补偿

需求的变动等于下列两项之和之和之和之和

．．

：一是维持收入为

*m 不变时的需求变动；二是收入变动时的

需求变动乘以乘以乘以乘以

．．

为维持效用不变而必需的最小收入的变动。但是右侧的最后一项

ipupe ∂∂ /),( **
就是

*x 。将上式变形可得 

*
****** ),(),(),(

i
j

i

j

i

j x
m

mpx

p

uph

p

upx

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

 

这就是斯勒茨基方程。■ 

斯勒茨基方程将由价格变动 ip∆ 引起的需求变动分解为两种独立的效应：替代效应和收

入效应： 

 

ii
j
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j
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j
j px

m

mpx
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p

uph
p

p

upx
x ∆
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−∆
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我们也可以考虑所有价格同时变动的效应；在这种情形下，我们将导数解释为 n 维导数

而不是偏导数。在两种商品情形下，斯勒茨基方程的形式为： 

xmpxDuphDmpxD mpp ),(),(),( −=  
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其中 ).,( mpvu =  

将最后一项展开可得 
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假设我们考虑价格变动 ),( 21 ppp ∆∆=∆ ，我们对近似的需求变动 ),( 21 xxx ∆∆=∆ 感兴

趣。根据斯勒茨基方程，我们可以使用下列式子计算这个变动 
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第一个向量是替代效应。它表明希克斯需求如何变动。由于希克斯需求变动不会改变效用，

),( 21
ss xx ∆∆ 将和无差异曲线相切。第二个向量是收入效应。价格变动导致“购买力”的变动

量为 2211 pxpx ∆+∆ ，向量 ),( 21
mm xx ∆∆ 衡量这种变动对需求的影响，当然价格要固定在原来

的水平。这个向量因此位于收入扩展路径上。 

不仅对于需求的微小变动，对于需求的有限变动我们也可以做出类似的分解，如图 8.4

所示。此处，价格从

0p 变为 p′，需求从 x 变为 x′。为了构建希克斯分解，我们首先绕着无

差异曲线转动预算线，这样我们就可以找到价格为 p′但效用维持在原来水平时的最优消费

束。接下来我们将预算线平移到 x′的位置，这样就找到了收入效应。总效应是这两种移动

之和。 

 

 

图图图图 8.4：：：：需求变动的希克斯分解需求变动的希克斯分解需求变动的希克斯分解需求变动的希克斯分解。。。。我们可以将需求的变动分解为两个部分：替代效应和收入

效应。 

 

 

例子：柯布-道格拉斯型斯勒茨基方程 

我们使用柯布-道格拉斯效用函数检验斯勒茨基方程。我们已经知道，在这种情形下，

我们有 
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1
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因此， 
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现在代入斯勒茨基方程，可得 
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8.3需求函数的性质 

    支出函数的性质让我们比较容易地探讨新古典经济学中消费者行为的主要命题： 

（1）替代矩阵 )/),(( ij puph ∂∂ 是负半定的。这是因为 

)/),(()/),(( 2
jiij ppupepuph ∂∂∂=∂∂  

是负半定的，这又是因为支出函数是凹的（参看第 27章）。 

（2）替代矩阵是对称的，因为 

.
),(),(),(),( 22

j

i

jiiji

j

p

uph

pp

upe

pp

upe

p

uph

∂
∂=

∂∂
∂=

∂∂
∂=

∂
∂

 

（3）特别地，“补偿性自身价格效应（the compensated own-price effect）是非正的”，也就

是说，希克斯需求曲线是向下倾斜的： 

.0
),(),(

2

2

≤
∂

∂=
∂

∂

ii

i

p

upe

p

uph
 

这是因为替代矩阵是负半定的，因此其主对角线的元素是非正的。 

这些限制都是关于希克斯需求函数的，这个函数是不可以直接观测到的。然而，我们

在前面曾经指出过，斯勒茨基方程可以让我们将h 关于 p 的导数，表达为 x 关于 p 和m 的

导数，这些都是可以观测到的。例如，由斯勒茨基方程和上面的评论可知， 
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（4）替代矩阵 )
),(),(

( i
j

i

j x
m

mpx

p

mpx

∂
∂

+
∂

∂
是对称的、负半定的矩阵。 

这个结论从直觉上不易看出：需求函数对价格的导数以及对收入的导数的特殊形式的

和，必然导致负半定的矩阵。然而这个结论却是由最大化行为的逻辑严谨地推导出的。 

 

8.4使用一阶条件进行比较静态分析 

斯勒茨基方程也可以从一阶条件的微分推导出。由于计算稍微有些冗长，我们仅分析

商品为两种的情形，只给出论证的大致轮廓。 

在这种情形下，一阶条件具有以下形式 

0),,(),,( 21222111 ≡−+ mmppxpmppxp  

0
)),,(),,,((

1
1

212211 ≡−
∂

∂
p

x

mppxmppxu λ  

.0
)),,(),,,((

2
2

212211 ≡−
∂

∂
p

x

mppxmppxu λ  

将上述一阶条件分别对 1p 求导，并使用矩阵形式进行表达可得 
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使用克莱姆（Cramer）法则求解 11 / px ∂∂ 可得 

H

up

up

px

p

x 222

121

21

1

1
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0

−
−

−

=
∂
∂

λ

， 

其中 0>H ，是加边海赛（Hessian）矩阵的行列式。 

上式右侧分子中的行列式按照第二列的余子式展开，可得 

.

0
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211

1
222

2

1

1

H

up

up

x
H

up

p

p

x −
−

−
−

−

=
∂
∂ λ  

这个式子看上去已有点象斯勒茨基方程了。注意上式右侧中的第一项，可以证明它是替代效

应，因此是负的。现在回到一阶条件，将这些一阶条件对m 求导，可得： 
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因此，根据克莱姆法则 

.222

211

1

H

up

up

m

x −
−

=
∂
∂

 

将其代入前面推导出的 11 / px ∂∂ ，我们就得到了斯勒茨基方程的收入效应部分。为了得

到替代效应，我们必须建立支出最小化问题并据此解出 11 / ph ∂∂ 。这个计算过程类似于条件

要素需求函数的计算（参见第 4 章）。可以证明这个结果就是上面方程中的替代效应，这样

就建立了斯勒茨基方程。 

 

8.5可积性问题 

    我们已经知道，效用最大化假设对消费者行为施加了某些观测性的限制。特别地，我们

知道替代矩阵 
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),(),(

()
),(

( mpx
m

mpx

p

mpx

p

mph
j

i

j

i

j

i

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

， 

必定是一个对称的、负半定的矩阵。 

假设我们有某个需求函数组，它有一个对称的、负半定的替代矩阵。是否一定存在一

个效用函数，从这个函数我们可以推导出那些需求函数？这个问题称为可积性问题（the 

integrability problem）。 

例如，罗伊（Roy）法则告诉我们 

.
/),(
/),(

),(
mmpv

pmpv
mpx i

i ∂∂
∂∂−=                      （8.1） 

一般来说，如果给我们一个间接效用函数，我们就可以使用上式计算需求函数。然而，可积

性问题问的是相反的问题：给定需求函数，以及（8.1）式中 ki ,...,1= 个关系，我们如何根

据这些方程找到 ),( mpv ？或者，更基本地，我们如何知道这个解是否存在？ 

（8.1）式给出的方程组，是一个由偏导数方程组成的方程组。可积性问题让我们确定

这个方程组的解。 

使用支出函数比使用间接效用函数更容易提出上述问题。假定我们给定某个需求方程

组 )),(( mpxi ，其中 ki ,...,1= 。我们选择某个点 ),( 00 mpxx = 并且任意赋予它一个效用值

0u 。我们如何构造支出函数 ),( 0upe ？一旦我们发现一个与需求函数相符的支出函数，我

们可以使用这个支出函数解出潜在的直接和间接效用函数。 
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如果这样的支出函数的确存在，它必然满足下列偏导数方程组 

kiupepxuph
p

upe
ii

i

,...,1)),(,(),(
),( 00

0

===
∂

∂
           （8.2） 

并且它还要满足初始调价 

),(),( 00000 mpxpupe = . 

这些式子只是说，，每种商品在效用为u 的情形下的希克斯需求函数，就是收入为 ),( upe 时

的马歇尔需求函数。现在根据可积条件（integrability condition，请参见第 26章）可知，下

列形式的偏导数方程组 

kipg
p

pf
i

i

,...,1)(
)( ==

∂
∂

 

具有一个（局部）解的充分必要条件是 

.,...,1,
)()(

kji
p

pg

p

pg

i

j

j

i =
∂

∂
=

∂
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将这个条件应用于上述问题，我们看到这个问题化简为要求矩阵 


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p

mpx ),(),(),(
 

是对称的。但这正是斯勒茨基的限制！因此，斯勒茨基限制意味着我们可以将这些需求函数

“积分”，从而找到与观测到的选择行为相符的一个支出函数。 

这个对称条件足以保证存在函数 ),( 0upe ，使得它至少在某个区域满足（8.2）式。（确

保存在全局

．．

解的条件涉及的限制更多。）然而，为了保证这个函数是一个真正的支出函数，

它必须还是价格的凹函数。也就是说， ),( upe 的二阶导数的矩阵必须为负半定的。但是，

我们已经知道， ),( upe 的二阶导数矩阵正是斯勒茨基替代矩阵。如果它是负半定的，那么

上述偏导方程组的解必定是凹的。 

这些观察让我们得到了可积问题的一个解。给定一组需求函数 )),(( mpxi ，我们只要验

证它们是否拥有一个对称的、负半定的替代矩阵即可。如果的确如此，原则上我们可以解出

（8.2）的解，这样就可以找到与那些需求函数相符的一个支出函数。 

在从需求函数复原支出函数的同时，有一种方法可以同时复原出间接效用函数。（8.2）

式对于所有的效用水平

0u 都是有效的，因此我们可以选择一些基础价格 q 和基础收入水平

m ，令 ),(0 mqvu = 。使用这个替代，我们可以将（8.2）式写为 

))),(,(,(
)),(,(

mqvpepx
p

mqvpe
i

i

=
∂

∂
， 

其中边界条件现在变为 

.)),(,( mmqvpe =  

回忆以货币度量的（间接）效用函数（参见第 7章， )).,(,(),;( mqvpemqp ≡µ ）使用

这个定义，我们可以将这组式子写为： 
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.),;(

,...,1)),;(,(
),;(

mmqp

kimqppx
p

mqp
i

i

=

==
∂

∂

µ

µµ
 

我们将这个方程组称为可积

．．

方程

．．

（integrability equations）。这个问题的解 ),;( mqpµ 就是一

个间接效用函数——一个特别的间接效用函数——它描述了可以观测到的需求行为

),( mpx 。这个以货币度量的效用函数可以方便地用于福利分析。 

 

例子：两种商品情形下的可积性 

如果只消费两种商品，可积方程的形式非常简单，因为自变量只有一个，即两种商品

的相对价格。类似地，也只有一个独立方程，因为如果我们知道其中一种商品的需求，就可

以通过预算约束找到另一种商品的需求。 

我们将商品 2的价格标准化为 1，令 p 表示商品 1的价格， ),( mpx 表示商品 1的需求

函数。那么可积方程组变为一个单个的方程加上一个边界条件： 

.),;(

)),;(,(
),;(

mmqp

mqppx
dp

mqpd

=

=

µ

µµ
 

这是一个普通的带有边界条件的微分方程，可以使用标准方法解出这个方程的解。 

例如，假设需求函数是对数线性的： 

cba empx

cmbpax

=

++= lnlnln
 

 

可积方程为 

 

.
),;( cba emp

dp

mqpd =µ
 

变形可得 

.
),;( cab ep

dp

mqpd =− µµ  

将上式积分， 

.dttedt
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q

p
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p

b

∫∫ =
∂
∂− µµ  

 

c
aab

e
a

pq
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b 11

111

+
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−

++−µ
 

其中 1≠b 。解上式可得 
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c
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或， 

baacb pqe
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b
mmqp

−++−



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 −
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1

1

111 ][
1
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例子：多种商品情形下的可积性 

我们现在考虑商品为三种的情形，这种情形下，独立的需求方程有两个。为具体起见，

我们以柯布-道格拉斯方程组说明： 

1

1
1 p

ma
x =  

2

2
2 p

ma
x =  

我们在前面曾经验证过这个方程组满足斯勒茨基的对称性，因此我们知道可积方程组

有解。我们只要求出下列偏微分方程组的解即可： 

 

1

1

1 p

a

p

µµ =
∂
∂

 

2

2

2 p

a

p

µµ =
∂
∂

 

mmqqpp =),,;,( 2121µ  

 

第一个方程意味着 

111 lnln Cpa +=µ  

其中 1C 是常数。第二个方程意味着 

.lnln 222 Cpa +=µ  

因此，我们自然想到要寻找具有下列形式的解 

32211 lnlnln Cpapa ++=µ , 

其中 3C 是常数，和 1p , 2p 无关。 

将上式代入边界条件，可得 

.lnln),;(ln 32211 Cpapamqp ++=µ  

解出 3C ，代入前面想出的那个解可得 

.lnlnlnlnln),;(ln 22112211 mqaqapapamqp +−−+=µ  

这个式子的确是柯布-道格拉斯效用函数的以货币度量的间接效用函数。第 7 章，我们提供

了这个函数的另一个推导方法。 
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8.6消费的对偶性 

我们已经知道如何从观测到的需求函数还原间接效用函数，方法是使用可积方程组。

下面我们将探讨如何求解直接效用函数。 

答案表明直接效用函数和间接效用函数之间存在着漂亮的对偶性。最方便的方法是使

用标准化过的间接效用函数进行计算，其中我们将收入和所有价格都除以收入，因此支出恒

等于 1。所以，标准化的间接效用函数由下列问题给出 

)(max)( xupv
x

=  

使得 .1=px  

 

图图图图 8.5：：：：求解直接效用函数求解直接效用函数求解直接效用函数求解直接效用函数。需求束 x 产生的效用必定不会大于在任何价格下能买得起 x 时

的效用（the utility that can be achieved at any prices p  at which x  is affordable）。 

 

可以证明，如果给我们一个间接效用函数 )( pv ，我们可以通过求解下列问题的方式找

到直接效用函数 

)(min)( pvxu
p

=  

使得 .1=px  

在看到我们下面的阐述后，你就会知道上述结论的证明并不难。令 x 表示价格为 p 时

的需求束。于是根据定义可知 )()( xupv = 。令 p′表示满足预算约束 1=′xp 的任何价格向

量。于是 x 在价格为 p′时总是一个可行的选择，根据预算集的形状可知，效用最大化的选

择产生的效用不会小于 x 产生的效用；也就是说， )()()( pvxupv =≥′ 。因此，这个间接效

用函数在所有满足预算约束的价格上的最小值，就给出了 x 的效用。 

上述论证过程请见图 8.5。任何满足预算约束 1=px 的价格向量产生的效用，都大于

)(xu ，这意味着 )(xu 是上述最小化问题的解。 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 123 

例子：求解直接效用函数 
假设我们的间接效用函数为 2121 lnln),( pbpappv −−= 。相应的直接效用函数是什

么？我们建立下列最小化问题： 

21
,

lnlnmin
21

pbpa
pp

−−=  

使得 .12211 =+ xpxp  

一阶条件为 

,/

/

22

11

xpb

xpa

λ
λ

=−
=−

 

或 

,22

11

xpb

xpa

λ
λ

=−
=−

 

将上面两个式子加在一起，并使用预算约束可得 

.ba −−=λ  

代入一阶条件可得 

.
)(

)(

2
2

1
1

xba

b
p

xba

a
p

+
=

+
=

 

这个价格选择 ),( 21 pp 使得间接效用函数最小。现在将其代入间接效用函数可得： 

Cxbxa

xba

b
b

xba

a
axxu

++=
+

−
+

−=

21

21
21

lnln

)(
ln

)(
ln),(

 

其中 C 为常数，这就是我们熟悉的柯布-道格拉斯效用函数。 

 

8.7显示偏好 

在研究消费者行为时我们将偏好作为原生概念，并由此推导出效用自大化模型施加在

可观测到的需求函数的限制。这些限制基本上是斯勒茨基限制，即替代矩阵是对称的和负半

定的。 

这些限制在原则上是可以观测到的，但在实践中还存在着一些问题。毕竟谁真正看到

过需求函数？在现实中我们最多能看到的是不同环境下的一组选择。例如，对于消费者的行

为我们可能有一些观测数据，即给定一组价格

tp 和消费者相应选择的消费束

tx ，其中

Tt ,...,1= 。我们如何知道这些数据来源于追求利润最大化的消费者？ 

如果对于满足 xpxp ttt ≥ 的所有 x 都有 )()( xuxu t ≥ ，其中 Tt ,...,1= ，我们就说效用

函数 )(xu 使得这个观测到的行为合理化。也就是说，如果 )(xu 在被选中的消费束上达到了

最大值，它就使得观测到的行为合理化。假设这些数据是由这样的最大化过程产生的。那么，

观测到的行为应该满足什么样的可观测到的限制？ 
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如果我们对 )(xu 不加任何假设限制，那么上述问题的答案是平凡的，即答案为无任何

限制。例如，假设 )(xu 是一个常数值函数，因此消费者对于所有消费束都是无差异的。于

是不存在对观测到的消费选择模式的限制：一切都有可能。 

为使这个问题有趣，我们必须排除这样的平凡情形。最容易的做法是要求潜在的效用

函数满足局部非饱和性。我们的问题现在变为：一个满足局部非饱和性的效用函数，它对选

择行为施加了什么样的可以观测到的限制？ 

首先，我们注意到如果 xpxp ttt ≥ ，则必然有 )()( xuxu t ≥ 。由于消费者在本来可以选

择 x 的情形下却选择了

tx ，

tx 的效用不会小于 x 的效用。在这种情形下，我们说

tx 被直接

．．．

显示偏好于

．．．．．

x （

tx is directly revealed preferred to x ）。根据这个定义以及根据数据是由效

用最大化行为产生的假设，我们可以断言“ xRx Dt
意味着 )()( xuxu t ≥ ”。 

假设 xpxp ttt > 。是否由此可推知 )()( xuxu t > ？不难看出，局部非饱和性意味着上述

问题的答案是肯定的。因为我们从上一段可知，在这种情形下 )()( xuxu t ≥ ；如果

)()( xuxu t = ，那么根据局部非饱和性可知，存在着充分接近于 x 的 x′使得 xpxp ttt ′> 并

且 )()()( xuxuxu t =>′ 。这和效用最大化的假设矛盾。 

如果 xpxp ttt > ，我们说

tx 被直接显示严格

．．

偏好于 x ，我们将其记为 xPx Dt
。 

现在假设有一系列这样的显示偏好之间的比较，比如

jDt xRx , kDj xRx ,…, xRx Dn
。在

这种情形下，我们说 x′被显示偏好于

．．．．．．

x ，记为 Rxxt
。关系R 有时称为关系

DR 的传递闭

．．．

包

．

（transitive closure）。如果我们假设数据是由效用最大化行为产生的，则由此可推知“ Rxxt

意味着 )()( xuxu t ≥ ”。 

现在考虑两个观测值

tx 和

sx 。我们现在有办法确定 ( ) ( )t su x u x≥ 是否成立，也有观测

性条件来确定 ( ) ( )s tu x u x> 是否成立。显然，这两个条件不应该同时得到满足。这个条件

可以表述为： 

 

显示偏好的一般性公理

．．．．．．．．．．

（Generalized Axiom of Revealed Preference，GARP）。若若若若

tx 被显示偏好于被显示偏好于被显示偏好于被显示偏好于

sx ，，，，则则则则

sx 不可能被直接显示严格偏好于不可能被直接显示严格偏好于不可能被直接显示严格偏好于不可能被直接显示严格偏好于

tx 。 

 

使用我们前面定义的符号，可以将这个公理写为： 

 

  GARP。

t sx Rx 意味着意味着意味着意味着

s D tx R x 不成立不成立不成立不成立。。。。换句话说换句话说换句话说换句话说，，，，

t sx Rx 意味着意味着意味着意味着 .s s s tp x p x≤  

    正如 GAPR 的名字所意味的，它是各种其他显示偏好检验的一般化。下面是两个标准

的条件。 

 

  显示偏好弱公理

．．．．．．．

（Weak Axiom of Revealed Preference, WARP）。若

t D sx R x 且且且且

tx 不不不不

等于等于等于等于

sx ，，，，则则则则

s D tx R x 不成立不成立不成立不成立。。。。 
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 显示偏好强公理

．．．．．．．

（（（（Strong Axiom of Revealed Preference, SARP）。若若若若

t sx Rx 且且且且

tx 不不不不

等于等于等于等于

sx ，，，，则则则则

s tx Rx 不成立不成立不成立不成立。。。。 

 

上面这两个公理，每个都要求在一个预算中只能有唯一一个需求束，而 GARP 允许多

个需求束。因此，GAPR 允许产生观测到的选择的无差异曲线存在直线段（flat spots）。如

下图所示（此图为译者所加）。 

 

图：GAPR允许产生观测到的选择的无差异曲线存在直线段。 

 

 

8.8最大化的充分条件 
如果数据 ( , )t tp x 是由拥有非饱和偏好的追求效用最大化的消费者产生的，这些数据必

定满足 GARP。因此，GARP是效用最大化的可观测的结果。但是，它揭示了这个模型的所

有蕴意了吗？如果某些数据满足这个公理，那么它必定来自效用最大化行为吗或者至少应该

按照这个思路思考吗？GARP是效用最大化的充分条件吗？ 

答案是肯定的。如果某个有限数据集与 GAPR 一致，则存在能使得观测到的行为理性

化的效用函数。也就是说，存在能产生该行为的效用函数。因此，GARP穷尽了效用最大化

模型施加的种种限制。 

下列定理是表达这个结论的最好方式。 

  

  阿弗里亚特定理

．．．．．．．

（Afriat’s theorem）。令令令令 ( , )t tp x （（（（其中其中其中其中 1,...,t T= ））））是个关于价是个关于价是个关于价是个关于价

格向量和消费束的有限数量的观测值格向量和消费束的有限数量的观测值格向量和消费束的有限数量的观测值格向量和消费束的有限数量的观测值。。。。则下列条件是等价的则下列条件是等价的则下列条件是等价的则下列条件是等价的：：：： 
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  （（（（1））））存在能理性化这些数据的局部非饱和效用函数存在能理性化这些数据的局部非饱和效用函数存在能理性化这些数据的局部非饱和效用函数存在能理性化这些数据的局部非饱和效用函数；；；； 

  （（（（2））））这些数据满足这些数据满足这些数据满足这些数据满足 GARP；；；； 

  （（（（3））））存在满足下列存在满足下列存在满足下列存在满足下列阿弗里亚特阿弗里亚特阿弗里亚特阿弗里亚特不等式的正数不等式的正数不等式的正数不等式的正数 ( , )t tu λ （（（（其中其中其中其中 1,...,t T= ）：）：）：）： 

( )s t t t s tu u p x xλ≤ + − 对于所有对于所有对于所有对于所有 ,t s 成立成立成立成立。。。。 

  （（（（4））））存在能理性化这些数据的局部非饱和的存在能理性化这些数据的局部非饱和的存在能理性化这些数据的局部非饱和的存在能理性化这些数据的局部非饱和的、、、、连续的连续的连续的连续的、、、、凹的且单调的效用函凹的且单调的效用函凹的且单调的效用函凹的且单调的效用函

数数数数。 

 

证明。我们已经看到（1）意味着（2）。(2) (3)⇒ 的证明请参见 Varian（1982a），在此不再

赘述。 (4) (1)⇒ 的证明是平凡的。因此，我们只需证明 (3) (4)⇒ 。 

我们将说明下列效用函数能够完成证明 (3) (4)⇒ 的任务。定义 

( ) min{ ( )}.t t t t

t
u x u p x xλ= + −  

注意这个函数是连续的。只要 0tp ≥ 而且不存在 0tp = ，这个函数将是局部非饱和的且单

调的。不难证明，这个函数也是凹的。在几何图形上，该函数就是有限个超平面的下包络。 

我们需要证明该函数理想化了这些数据，也就是说，当价格为

tp 时，该效用函数在

tx

达到了约束最大化。首先我们证明 ( )t tu x u= 。反正法。假设不是这样，则我们有： 

( ) ( )t m m m t m tu x u p x x uλ= + − < . 

但这违背了阿弗里亚特不等式，因此 ( )t tu x u= 。 

现在假设

s s sp x p x≥ 。由此可以推得 

( ) min{ ( )} ( ) ( ).t t t t s s s s s s

t
u x u p x x u p x x u u xλ λ= + − ≤ + − ≤ =  

这表明对于满足

s s sp x p x≥ 的所有 x 都有 ( ) ( )su x u x≥ 。换句话说， ( )u x 理性化了观测到

的选择。■ 

 

我们在证明阿弗里亚特定理过程中定义的效用函数，有着自然而然的解释。假设 ( )u x 是

理性化观测到的选择行为的一个凹且可微的效用函数。 ( )u x 是可微的事实意味着它必定满

足一阶条件 

D ( )t t tu x pλ= .                           (8.3) 

( )u x 是凹函数的事实意味着它必定满足凹性条件 

( ) ( ) D ( )( ).t s s t su x u x u x x x≤ + −                  （8.4） 

将（8.3）式代入（8.4）式，可得 

( ) ( ) ( ).t s s s t su x u x p x xλ≤ + −  

因此，阿弗里亚特数（Afriat numbers） tu 和

tλ 可以解释为与观测到的选择相一致的效用水

平和边际效用水平。 

阿弗里亚特定理的最重要的含义在于（1）意味着（4）：如果存在能理性化这些数据的

任何局部非饱和的效用函数，则必定存在能理性化这些数据的连续、单调且凹的效用函数。
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这和第 6章中的观测到的结论是一样的，在那里我们证明了，如果必要投入集存在非凸的部

分，则生产者不会选择在非凸部分生产，因为成本非最小。 

类似的结论对于效用最大化也成立。如果潜在的效用函数在某些点上存在“错误的”

曲率（curvature），我们不会观测到消费者选择这些点，因为它们无法满足正确的二阶条件。

因此，市场数据不允许我们拒绝偏好的凸性和单调性假设。 

 

8.9使用显示性偏好进行比较静态分析 

由于 GARP 是效用最大化的必要且充分条件，它必然蕴涵着某些条件，这些条件与前

面得到的比较静态结果类似。这包括将价格变化的效应进行斯勒茨基分解（分解为收入效应

和替代效应），还包括自身替代效应为负的事实。 

我们首先分析自身替代效应为负这个结论。当我们考虑价格的有限变化而非无穷小变

化时，存在两种补偿性需求的概念。第一种补偿性需求是我们先前定义的自然而然的扩展，

即如果我们变动收入水平来恢复原来的效用水平，那么商品的需求将会发生什么样的变化。

也 就 是 说 ， 当 价 格 从 p 变 为 p p+ ∆ 时 ， 商 品 i 的 补 偿 性 需 求 数 量 为

( , ) ( , ( , ))i ix p p m m x p p e p p u+ ∆ + ∆ ≡ + ∆ + ∆ ，其中u 是在初始状态 ( , )p m 实现的（初始）

效用水平。这个补偿需求概念称为希克斯补偿（Hicksian compensation）。 

 

 

图图图图 8.6：：：：希克斯补偿和斯勒茨基补偿希克斯补偿和斯勒茨基补偿希克斯补偿和斯勒茨基补偿希克斯补偿和斯勒茨基补偿。希克斯补偿是调整收入使得消费者的效用水平维持在

原来的水平上；斯勒茨基补偿是调整收入使得消费者恰好能买得起原来的消费束。 

 

第二种补偿需求的概念称为斯勒茨基补偿（Slutsky compensation）。当价格从 p 变为

p p+ ∆ 时，相应调整收入使得恰好能买得起原来的消费水平消费水平消费水平消费水平

．．．．

，这就是斯勒茨基补偿。这种

补偿可用下式描述。当价格从 p 变为 p p+ ∆ 时，我们变动收入 m∆ ，使得原来的消费水平
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( , )x p m 在新价格 p p+ ∆ 下仍是可行的。也就是说， 

( ) ( , )p p x p m m m+ ∆ = + ∆ 。 

由于 ( , )px p m m= ，上式简化为 ( , )p x p m m∆ = ∆ 。 

图 8.6说明了这两种补偿概念的区别。斯勒茨基补偿概念可以直接计算，无需知道偏好

信息；但在分析性的研究工作中，使用希克斯补偿概念则更为简便。 

对于无穷小的价格变动来说，没有必要区分这两个概念，因为在这种情形下，它们是

相同的。只需要考察支出函数就能证明这个结论。如果商品 j 的价格变化为 jdp ，为了维持

效用水平不变，我们需要调整支出，调整量为 ( ( , ) / )j je p u p dp∂ ∂ 。 

如果我们想让消费者能买得起原来的消费束，我们需要调整收入，调整量为 j jx dp 。根

据支出函数的微分性质可知，这两个调整量是相同的，即 j jx dp = ( ( , ) / )j je p u p dp∂ ∂ 。 

不论你喜欢使用哪个补偿概念，你都可以使用显示性偏好来证明“补偿性自身价格效

应是负的”。假设我们使用的是希克斯补偿概念。价格向量从 p 变为 p p+ ∆ ，因此补偿性

需求变为 ( , )x p p m m+ ∆ + ∆ ，其中 m∆ 是使得 ( , )x p p m m+ ∆ + ∆ 与 ( , )x p m 无差异的收入

调整。 

由于 ( , )x p m 和 ( , )x p p m m+ ∆ + ∆ 彼此是无差异的，谁都无法显示偏好于另一个。也

就是说，我们必定有 

( , ) ( , )px p m px p p m m≤ + ∆ + ∆ ， 

( ) ( , ) ( ) ( , )p p x p p m m p p x p m+ ∆ + ∆ + ∆ ≤ + ∆ 。 

将这两个不等式相加，我们有 

[ ( , ) ( , )] 0.p x p p m m x p m∆ + ∆ + ∆ − ≤  

令 ( , ) ( , )x x p p m m x p m∆ = + ∆ + ∆ − ，上式变为 

0.p x∆ ∆ ≤  

假设只有一种商品（商品 i ）的价格发生了变化，因此 (0,..., ,...,0)ip p∆ = ∆ 。那么上式意

味着 ix 的变化与自身的价格变化方向相反。 

现在假设我们使用的是斯勒茨基的补偿概念。我们使用的记号和前面相同，唯一不同

是在这里，我们将 m∆ 解释为：为了让消费者恰好能买得起原来的消费束，收入应变动多少。

由于（根据假设）原来的消费束 ( , )x p m 在新价格水平 p p+ ∆ 下仍是可行的，那么消费者

在 p p+ ∆ 下实际选择的消费束不可能被显示差于 ( , )x p m 。也就是说， 

( , ) ( , )px p m px p p m m≤ + ∆ + ∆ 。 

根据我们对 m∆ 构造的可知， 

( ) ( , ) ( ) ( , )p p x p p m m p p x p m+ ∆ + ∆ + ∆ = + ∆ 。 

将前面的不等式减去上面的等式，可得 

0.p x∆ ∆ ≤  

这个结果与使用希克斯补偿概念得到的结果是相同的。 
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8.10离散形式的斯勒茨基方程 

在前面，我们对一个涉及希克斯和马歇尔需求的恒等式进行微分，得到了连续形式的

斯勒茨基方程。现在我们的任务是推导出离散形式的斯勒茨基方程。我们从下列算式恒等式

入手： 

( , ) ( , )

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
i i

i i i i

x p p m x p m

x p p m m x p m x p p m m x p p m

+ ∆ −
= + ∆ + ∆ − − + ∆ + ∆ − + ∆

 

你可以验证一下，这个式子恒成立。 

 

 

 

图图图图 8.7：：：：价格变动的斯勒茨基分解价格变动的斯勒茨基分解价格变动的斯勒茨基分解价格变动的斯勒茨基分解。首先将预算线绕着原来的消费束转动，然后向外平移到

最终选择。 

 

假设只有一种商品（商品 j ）的价格发生了变化，因此 (0,..., ,...,0)jp p∆ = ∆ 。于是斯

勒茨基补偿变动 ( , )j jm x p m p∆ = ∆ 。如果我们将前面的那个恒等式左右两侧同除以 jp∆ ，

并使用 / ( , )j jp m x p m∆ = ∆ 这个事实，可得 

( , ) ( , )

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
( , )

i i

j

i i i i
j

j

x p p m x p m

p

x p p m m x p m x p p m m x p p m
x p m

p m

+ ∆ −
∆

+ ∆ + ∆ − + ∆ + ∆ − + ∆= −
∆ ∆

 

使用∆记号，可将上式简写为 
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i i i
j

j j

x x x
x

p p m

∆ ∆ ∆= −
∆ ∆ ∆补偿

。 

注意，上式只不过是离散版本的斯勒茨基方程。上式左侧是说当商品 j 的价格变化时，商品

i 的需求将会如何变化。它被分解为替代效应和收入效应。替代效应是指，当商品 j 的价格

变化，并相应调整收入使得消费者能够买得起原来的消费束时，商品 i 的需求将会如何变化。

收入效应是指，当维持价格不变但收入变化引起的商品 i 的需求变化乘以商品 j 的需求。图

8.7画出了价格变动的斯勒茨基分解。 

 

8.11复原偏好 

由于显示性偏好条件是由效用最大化行为施加的一个完备约束集，它们必定包含潜在

偏好的所有可得到的信息。如何使用显示性偏好关系来确定观测到的选择

tx （其中

1,..,t T= ）之间的偏好关系，这个问题的答案在某种程度上是显而易见的。然而，如何使

用显示性偏好关系来判断从未被观测到的选择之间的偏好关系，这个问题的答案就不那么明

显了。 

看清这个问题的最简单方法是举例说明。图 8.8画出了我们观测到的消费者的一个选择

行为

1 1( , )p x 。这个选择意味着通过消费束

0x 的无差异曲线是什么样子的？注意，

0x 以前

从未被观测到；具体地说，我们没有直接的价格数据来判断

0x 何时可能是最优选择。 

 

 

图图图图 8.8：：：：内界和外界内界和外界内界和外界内界和外界。RP是通过

0x 点的无差异曲线的内界（inner bounds）；RW的补集是其

外界（outer bounds）。 

 

下面我们尝试用显示性偏好来确定通过

0x 点的无差异曲线的“界限”。首先，我们注意

到

1x 被显示偏好于

0x 。假设偏好是凸的和单调的。那么所有位于连接

0x 和

1x 形成的线段

上的消费束，都至少与

0x 一样好，所有位于

0x 东北方的消费束都至少和

0x 一样好。将这个
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消费束集合称为“被显示偏好于

0x 的消费束组成的集合”，记为

0( )RP x 。不难证明这个集

合是通过点

0x 的上轮廓集（upper contour）的最优“内界”。为了推导出最优外界，我们必

须考虑通过

0x 的所有可能的预算线。令

0( )RW x 表示对于所有这些预算线来说，那些被显

示劣于

0x 的所有消费束组成的集合。无论使用哪条预算线，

0( )RW x 内的消费束都比

0x 差。 

我们把通过点

0x 的上轮廓集的外界定义为集合

0( )RW x 的补：

0( )NRW x =所有不在

0( )RW x 中的集合。这是最优外界，因为如果一个消费束不在

0( )NRW x 之中，那么该消费

束不可能被显示偏好于

0x 。为什么？因为根据我们对这两个集合的构造可知，一个消费束

若不在

0( )NRW x 之中，则它必定在

0( )RW x 中，这样它就会显示劣于

0x 。 

在只有一个观测选择数据的情形下，边界不是很紧密（tight）。如果有很多关于选择的

数据，这些边界将变得非常紧凑，有效地描述了位于它们之间的真实的无差异曲线。我们再

举一个例子说明，见图 8.9。我们建议读者仔细考察这些边界是如何构建的，以便知道它们

是怎么来的。一旦我们构建了上轮廓集的内界和外界，我们就复原了包含在观测到的需求行

为中的偏好的所有信息。因此，集合 RP和 RW的构建类似于求解可积方程。 

 

 

图 8.9：当观测数据较多时，内界和外界会非常紧凑。 

 

直到现在，我们对 RP和 RW 的构建都是通过图形进行的。然而，将这种分析推广到多

种商品也是可行的。可以证明，决定一个消费束是否被显示偏好于或劣于另外一个消费束，

涉及检验一组特定线性不等式是否有解。（本章结束）■ 
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注释 

本章中的斯勒茨基方程的证明使用了 McKenzie（1957）和 Cook（1972）的方法。可积

性的详细讨论请参考 Hurwicz and Uzawa（1971）。显示性偏好的思想源于 Samuelson（1948），

本章采用了 Afriat（1967）和 Varian（1982）的方法。至于使用显示性偏好推导斯勒茨基方

程，我们采用了 Yokoyama（1968）的方法。 

 

 

习题 

8.1弗兰克.费雪的支出函数为 ( , )e p u 。他对“开玩笑”（jokes）这种商品的需求为 ( , )jx p u ，

其中 p 为价格向量， 0m≫ 为他的收入。证明开玩笑对弗兰克来说是正常商品当且仅当

2 / 0je p u∂ ∂ ∂ > 。 

8.2计算柯布-道格拉斯需求函数（假设商品有两种）的替代矩阵。证明该矩阵的对角元素为

负的，交叉价格效应是对称的。 

8.3 假设某个消费者的需求函数为线性的 x ap bm c= + + 。为了找到用货币度量的效用函

数，你需要使用微分方程，将这个微分方程写出来。如果可能求出这个方程的解。 

8.4假设某个消费者的需求函数是半对数的（semi-log），即 ln x ap bm c= + + 。为了找到用

货币度量的效用函数，你需要使用微分方程，将这个微分方程写出来。如果可能求出这个方

程的解。 

8.5 某个消费者的效用函数为

3/2
1 2 1 2( , )u x x x x= ，他的预算约束为 1 23 4 100x x+ = ，求该消

费者的需求束。 

8.6如果某个消费者的效用函数为

1/2 1/3
1 2 1 2( , )u x x x x= ，他的预算约束为 1 1 2 2m p x p x= + ，求

( , ), ( , ) , ( , )x p m v p m h p u 和 ( , )e p u 。 

8.7 如果某个消费者的效用函数为

1 2
1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )u x x x xβ βα α= − − ，他的预算约束为

1 1 2 2m p x p x= + ，求 ( , ), ( , ) , ( , )x p m v p m h p u 和 ( , )e p u 。验证替代矩阵的项

( , )j

i

h p u

p

∂ 
 ∂ 

的对称性。 

8.8 假 设 习 题 8.6 中 的 效 用 函 数 现 在 为

*
1 2 1 2

1 1
( , ) ln ln

2 3
u x x x x= + ， 求

( , ), ( , ) , ( , )x p m v p m h p u 和 ( , )e p u ，现在这些结果与习题 8.6中的结果一样吗？为什么？

证明如果我们用

*ue 替换

*u ，这些结果仍然成立。 

8.9假设某消费者的偏好可用效用函数 ( )u xφ= 表示，并且假设我们已计算出了他的支出函

数、间接效用函数和马歇尔需求函数。如果他的那些偏好也可以用效用函数

* ( ( ))u xψ φ= 表
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示，其中 ( )ψ ⋅ 是一个单调递增的函数。证明现在 ( , )e p u 变为

1 *( , ( ))e p uψ −
， ( , )v p m 变为

( ( , ))v p mψ ， ( , )h p u 变为

1 *( , ( ))h p uψ −
。你还要验证马歇尔需求函数 ( , )x p m 没发生变化。 

 

8.10消费者迪夫的二期消费模型可用效用函数 1 2( , )u x x 表示，其中 1x 表示他在第 1 期的消

费， 2x 表示他在第 2期的消费。该消费者的禀赋为 1 2( , )x x ，他可以在这两个时期消费这些

禀赋，也可以在当前消费和未来消费之间进行交易。因此，他的预算约束为 

1 1 2 2 1 1 2 2p x p x p x p x+ = + , 

其中 1p 和 2p 分别为第 1期和第 2期商品的价格。 

（a） 推导出这个模型的斯勒茨基方程。（注意现在消费者迪夫的收入取决于他的禀赋的

价值，而他的禀赋的价值又取决于价格： 1 1 2 2m p x p x= + 。） 

（b） 假设他的最优选择是使得 1 1x x< 。如果 1p 下降，他的状况会变好还是变坏？如果

2p 下降呢？ 

（c） 消费品的报酬率为多少？ 

8.11某个消费者消费两种商品（商品 1和 2）。当商品的价格为（2,4）时，他的需求为（1,2）；

当价格为（6,3）时，他的需求为（2,1）。除了这个变化之外，其他都不变。这个消费者是追

求效用最大化的吗？ 

8.12 假设间接效用函数为 ( , ) ( )v p y f p y= 。支出函数是什么样的？间接补偿函数函数

( ; , )p q yµ 是什么样的（以函数 ( )f ⋅ 和 y 表示）？ 

8.13假设效用函数为 1 2 2 1 1 2( , ) min{ 2 , 2 }u x x x x x x= + + 。 

  （a）画出 1 2( , ) 20u x x = 的无差异曲线。将 1 2( , ) 20u x x ≥ 的区域涂上阴影。 

  （b）如果唯一的最优选择是 1 0x = ，求 1 2/p p 。 

  （c）如果唯一的最优选择是 2 0x = ，求 1 2/p p 。 

  （d）如果 1x 和 2x 都不等于 0，而且最优选择是唯一的，求 1 2/p p 。 

8.14在当前的税收法律下，人们每年最高可向自己的个人退休账户储蓄 2000元，这种储蓄

享有税收优惠。如果某个人在某个时点的收入为Y ，他想将收入用于以下三项：消费C 、

个人退休账户储蓄 1S 、以及普通储蓄 2S 。假设他的“简化型”（reduced form）效用函数为 

1 2 1 2( , , )U C S S S S Cα β γ= . 

（这是个简化型的效用函数，因为参数不是真正的外生偏好参数，它还包括财产的税收待遇

等。）该消费者的预算约束为： 

1 2C S S Y+ + = , 

再假设他向个人退休账户存入的钱数上限以 L 表示。 

（a） 如果 L 对他的约束是不紧的（即他实际存入个人退休账户的钱数达不到 L ），求
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他对 1S 和 2S 的需求函数。 

（b） 如果 L 对他他的约束是紧的（binding），求他对 1S 和 2S 的需求函数。 

8.15如果闲暇是一种低档商品，劳动供给函数的斜率是什么样的（是正、负还是无法确定）？ 

8.16某个追求效用最大化的消费者的偏好是严格凸的、严格单调的；他消费两种商品： 1x 和

2x ；这两种商品的价格都为 1。他对这两种商品的消费量都是非负的。该消费者的每年收入

都为m 。他的当前消费水平为

* *
1 2( , )x x ，其中

*
1 0x > ，

*
2 0x > 。假设下一年他得到了一笔奖

金

*
1 1g x≤ ，但规定他只能将这笔奖金用于消费商品 1（如果他愿意，他可以拒绝接受这笔

奖金）。 

  （a）（判断正误）“如果商品 1 是正常商品，那么这笔奖金对他的消费的影响，必定和不

带附加条件的等额奖金对他消费的影响是相同的。”如果这个结论是正确的，证明它为真。

若是错误的，请证明它为假。 

  （b）（判断正误）“如果商品 1在该消费者所有收入

* *
1 2m x x> + 上，对于来说都是低档商

品，那么如果他得到了一笔规定只能用于购买商品 1 的奖金 1g ，那么这笔奖金对他的消费

影响，必定和不带附加条件的等额奖金对他消费的影响是相同的。”如果这个结论是正确的，

证明它为真。若是错误的，请说明如果给他这笔奖金他会怎么做。 

  （c）假设该消费者的偏好是位似的（homothetic），他当前的消费为

* *
1 212, 36x x= = 。先

画一个图，将 1g 画在横轴上，将 1x 画在纵轴上。使用这个图说明：如果该消费者的正常收

入为 48m = ，并且假设该消费者得到了一笔只能用于购买商品 1的奖金 1g ，那么他对商品

1 的需求是什么样的？ 1g 为多大时，他的需求曲线将会出现一个拐折（kink）?[在回答这个

问题之前，请先思考一下。给出数值解。] 
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9 需求 
 

在本章，我们将分析需求行为的几个主题。这些主题中的大部分涉及到特别形式的预算

约束，或者涉及到导致特别需求行为的偏好。在很多环境中，这样的特殊情形非常便于分析，

我们也需要理解它们是如何运行的。 

 

9.1 含有禀赋的预算约束 

在前几章的消费者行为理论中，我们假设消费者的收入是外生的。但在更详细的消费

者行为模型中，需要考虑收入是怎么产生的。比较常规的方法是认为消费者拥有各种商品的

禀赋（endowment） ),...,( 1 kωωω = ，这些禀赋可以按照当前的市场价格 p出售。这样，消

费者的收入为 ωpm = ，他可以使用这些收入购买其他商品。 

效用最大化问题变为 

)(max xu
x

 

使得 ωppx =  

这个问题可用标准方法求解，从而得到需求函数 ),( ωppx 。商品 i的净需求为 iix ω− 。消

费者对某种商品的净需求可能为正也可能为负，这取决于他对该商品的需求是大于还是小于

他的该商品禀赋的数量。 

在这个模型中，价格影响到消费者所拥有的商品（禀赋）的价值，也影响到消费者想

要出售的商品价值。使用斯勒茨基方程可清楚地看到这一点。下面我们进行推导。首先，将

需求对价格进行微分： 

j
i

p
j

i

j

i ppx

p

pwpx

dp

ppdx ωωω
ω m

),(),(),(

∂
∂+

∂
∂= =常数  

上式右侧第一项是维持收入不变时将需求对价格求导。右侧第二项是需求对收入的导

数乘以收入的变动量。右侧第一项可用斯勒茨基方程展开。合并同类项可得 

).(
m

),(),(),(
jj

i

j

i

j

i x
ppx

p

uph

dp

ppdx −
∂

∂+
∂

∂= ωωω
 

现在收入效应取决于商品 j的净需求而不是总需求。考虑正常商品的情形，当商品价格

上升时，替代效应和收入效应都使需求减少。但是假设某消费者是该商品的净出售者。那么，

他的实际收入会增加，这种额外的禀赋收入效应可能会导致他增加该种商品的消费。 
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劳动供给 

假设消费者选择两种商品：消费和劳动。他的非劳动收入为m。令 ),( lcv 表示消费和

劳动的效用，将这个效用最大化问题写为 

),(max
,

lcv
lc

 

使得 .mwlpc +=  

这个问题和我们以前研究的问题看上去稍有不同：劳动可能是一种“厌恶品”，而不是消费

者喜欢的商品，并且劳动出现在预算约束的右侧。 

然而，将这个问题转换为标准形式并不难。令 L 表示消费者能够工作的最长时间，则
lLL −= 就是闲暇时间。消费和闲暇的效用函数为 ),(),( LcvlLcu =− 。相应地，我们可

以将效用最大化问题改写为 

),(max
,

lLcu
lc

−  

使得 .)( mLwlLwpc +=−+  

或者，使用 lLL −= 的定义，我们写成 

),(max
,

Lcu
Lc

 

使得 .mLwwLpc +=+  

上述问题的形式和我们以前研究的形式基本是一样的。此处消费者按照价格w“出售”

他的劳动禀赋并且买回一些闲暇。 

根据斯勒茨基方程可以计算出当工资率变动时闲暇的需求是如何变动的。我们有 

].[
),,(),,(),,(

LL
m

uwpL

w

uwpL

dw

mwpdL −
∂

∂+
∂

∂=  

根据定义可知方括号内的项是非负的，在现实中几乎肯定为正。因此，上式是说闲暇需求的

导数，等于一个负数和一个正数的加和，所以它的符号在本质上是不明确的（即可能为正也

可能为负）。换句话说，工资率的增加可能导致劳动供给的增加也可能减少。 

    本质上，工资率的增加倾向于使得劳动的供给增加，这是因为闲暇此时变得更昂贵——

多工作一些会得到更多的消费。但是，与此同时，工资率的上升也使得你更有钱，而这又会

增加你对闲暇的需求。 

 

9.2 位似效用函数 
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    函数 RRf n →: 称为一次齐次的，若 )()( xtftxf = 对于所有 0>t 成立。方程 )(xf 是

位似的

．．．

（homothetic），若 ))(()( xhgxf = ，其中 g是一个严格增函数h是一个一次齐次函

数。第 26章进一步讨论了这种函数的数学性质。 

经济学家通常发现假设效用函数是齐次的或位似的，将给分析带来方便。事实上，效

用理论中的这两个概念存在着稍许区别。位似函数是齐次函数的单调变换，但效用函数的单

调变化仍代表着原来的偏好。因此假设偏好可用位似函数代表，等价于假设该偏好可用一次

齐次的函数代表。如果消费者的偏好可用位似效用函数表示，经济学家说该消费者的偏好是

位似的。 

我们在生产理论中已经知道，如果生产函数是一次齐次的，则成本函数可以写成

ywcywc )(),( = 。从这个结论可知，如果效用函数是一次齐次的，则支出函数可以写成

upeupe )(),( = 。 

这反过来意味着间接效用函数可以写为 mpvmpv )(),( = 。于是，罗伊恒等式意味着需

求函数的形式为 mpxmpx ii )(),( = ，即需求函数是收入的线性函数。这种特殊形式的“收

入效应”在需求分析中比较有用，下面我们将看到这一点。 

 

9.3 商品之间的加总 

在很多环境下，使用某些“部分”（partial）最大化问题对消费者选择建模是合理的。

例如，我们在为消费者对“肉类”消费选择建模时，不区分牛肉、猪肉和羊肉的数量。在大

多数实证研究中，对这类商品的某些类型的加总是有必要的。 

为了描述和此类消费决策可分离性有关的某些有用结果，我们必须引进一些新的符号。

我们将消费束分割为两个“亚消费束”，因此消费束的形式为 ),( zx 。例如， x为不同肉的

消费数量组成的向量， z为所有其他商品消费数量组成的向量。 

类似地，我们将价格向量分割为 ),( qp 。其中 p为各种肉类的价格组成的向量，q为其

他商品价格组成的向量。使用这些符号可将标准的效用最大化问题写为 

),(max
,

zxu
zx

 

使得 .mqzpx =+                           （9.1） 

我们感兴趣的问题是，在什么样的条件下，我们可以将 x商品作为一个整体看待，从而研究

它的需求问题，而不必担心这个需求在 x商品（比如肉类）的组成部分之间如何分配（即分

成猪肉、牛肉等）的问题。 

一种方法是将这个问题使用下列数学方法阐述。我们想构建某个标量数量指标 X，以及

某个标量价格指标 P，这两个指标分别为数量向量和价格向量的函数： 
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)(

)(

xgX

pfP

=
=

                             （9.2） 

    在上面的表达式中，P是某个“价格指数”，它给出了商品的“平均价格”，而 X是一个

数量指数，它给出了各种肉的平均消费“数量”。我们希望找到构建这些价格和数量指数的

方法，从而使得它们的行为就象普通价格和数量一样。 

也就是说，我们希望找到一个新的效用函数 ),( zXU ，这个函数仅取决于商品 x的数量

指数，这个函数给与我们的答案正如我们求解(9.1)的整个最大化问题一样。更正式地，考虑

问题 

),(max
,

zXU
zX

 

使得 .mqzPX =+  

数量指数 X的需求函数为某个函数 ),,( mqPX 。我们想知道何时下式才成立 

)).,,((),),((),,( mqpxgmqpfXmqPX =≡  

这要求我们使用两条不同的路线得到的 X 值是相同的： 

1）首先使用 )( pfP = 加总价格，然后在预算约束为 mqzPX =+ 的情形下最大化

),( zXU 。 

2）首先在预算约束为 mqzpx =+ 的情形下最大化 ),( zxu ，然后加总数量得到 )(xfX = 。 

在两种情形下，这类加总是可行的。第一种情形对价格运动施加了约束，这种情形称

为希克斯可分性（Hicksian separability）。第二种情形对偏好的结构施加了约束，这种情形称

为函数分割（functional separability）。 

 

希克斯可分性 

假设价格向量总是与某个固定不变的基价格向量

0p 成比例，因此 0tpp = ，其中 t为标

量。如果商品 x是各种肉，这个条件要求各种肉的相对价格保持不变——（绝对）价格以相

同的比例增加或减少。 

根据前面的描述，我们定义商品 x的价格指数和数量指数如下 

.0xpX

tP

=

=
 

我们将与这些指数相伴的间接间接间接间接

．．

效应函数定义如下： 

),(max),,(
,

zxumqPV
zx

=  

使得 .0 mqzxPp =+  
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容易验证这个间接效用函数具有所有通常的性质：它是拟凸的，它关于价格和收入是

齐次的，等等。特别地，直接运用包络定理可知，根据罗伊恒等式，我们可以还原商品 x的

需求函数： 

).,,(
/),,(

/),,(
),,( 0 mqpxp

mmqPV

PmqPV
mqPX =

∂∂
∂∂−=  

这个计算表明 ),,( mqPX 对于消费商品 x来说，是一个合适的数量指数：如果我们首先加

总价格然后最大化 ),( zXU ，我们得到的结果和首先最大化 ),( zxu 然后再加总数量得到的

结果是一样的。 

我们可以求出与 ),,( mqPV 对偶的直接效用函数，计算方法如下： 

),,(min),(
,

mqPVzXU
qP

=  

使得 .mqzPX =+  

根据该直接效用函数的构造可知，它具有下列性质 

),(max),,(
,

zXUmqPV
zX

=  

使得 .mqzPX =+  

因此，使用这种方法构造出来的价格指数和数量指数，能保证它们的行为与普通价格、普通

数量一样。 

 

两种商品情形下的模型 

当我们研究一种商品的需求时，我们经常使用希克斯加总。在这种情形下，将商品 z看

成一种商品，而将商品 x看成“所有其他商品”。最大化问题因此为 

),(max
,

zxu
zx

 

使得 .mqzpx =+  

假设商品 x的相对价格维持不变，因此 0Ppp = 。也就是说，价格向量是某个基价格向量

0p

乘以某个价格指数P。于是希克斯加总表明我们可以将商品 z的需求写为 

).,,( mqPzz =  

由于这个需求函数是零次齐次的，我们也可以将其写为 

)./,/( PmPqzz =  

这个式子是说商品 z的需求取决于商品 z相对于“所有其他商品”的价格，以及取决于收入

除以“所有其他商品”的价格。在实践中，所有其他商品的价格指数通常选用某些标准的消
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费者价格指数（CPI）。商品 z的需求变成只有两个变量的函数：商品 z相对于 CPI的价格以

及相对于 CPI的（相对）收入。 

 

函数可分性 

分解消费者的消费决策的第二种情形称为函数可分性（functional separability）。假设潜

在的偏好排序具有下列性质 

),(),( zxzx ′≻ 当且仅当 ),(),( zxzx ′′′ ≻  

对于所有消费束 zxx ,, ′ 和 z′成立。这个条件是说如果对于另外商品的某些某些某些某些
．．

选择来说，x比 x′

更受偏好，那么对于另外商品的所有所有所有所有

．．

选择来说， x比 x′更受偏好。或者，更简洁地说，商

品 x的偏好独立于商品 z的偏好。 

    如果这个“独立性”得以满足，而且偏好是局部非饱和的，则可以证明商品 x和商品 z
的效用函数可以写成 )),((),( zxvUzxu = ，其中 ),( zvU 是v的增函数。也就是说，商品 x和

商品 z产生的总效用，可以写成商品 x的次效用（subutility） )(xv 和商品 z消费水平的函数。 

   如果效用函数可以写成这种形式，我们说这种效用函数是弱可分的

．．．．

（weakly separable）。

可分性意味着效用最大化问题有什么样的结构？和往常一样，我们把需求函数写为

),,( mqpx 和 ),,( mqpz 。令 ),,( mqppxmx = 表示商品 x的最小支出。 

可以证明，如果总效用函数是弱可分的，则商品 x的最优选择可以通过求解下列的次效

用最大化问题而获得： 

)(max xv
x

 

使得 .xmpx =                            （9.3） 

    这就是说如果我们知道花费在商品 x上的支出 ),,( mqppxmx = ，我们可以求解次效用

最大化问题从而确定商品 x上的最优选择。换句话说，商品 x的需求只是商品 x的价格以及
花费在商品 x上的支出m的函数。其他其他其他其他

．．

商品的价格只有在确定花费在商品 x上的支出时才

和这个问题有关。 

上述结论不难证明。假设 ),,( mqpx 不是上述最大化问题的解。于是令 x′是 x的另一个

值，它满足预算约束并且产生严格更大的次效用。那么 ),( zx′ 产生的总效用高于

)),,(),,,(( mqpzmqpx ，这和需求函数的定义矛盾。 

需求函数 ),( mpx 有时称为条件需求函数

．．．．．．

（conditional demand functions），这是因为它

们给出商品 x的需求——这个需求取决于这些商品支出水平。因此，例如，牛肉的需求是牛

肉价格、猪肉价格和羊肉价格以及这些肉的总支出的函数。 

令 ),( vpe 表示（9.3）式中的次效用最大化问题的支出函数。这个函数告诉我们在价格
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为 p时花费在商品 x上的支出为多大时才能实现次效用v。 

不难看出我们可以将消费者的总效用最大化问题写为 

),(max
,

zvu
zv

 

使得 .),( mqzvpe =+  

这种形式几乎就是我们想要的形式了：v是商品 x的一个合适的数量指数，但是价格指数却

不怎么正确。我们想要的是 P乘以 X ，但是我们现在拥有的是价格的非线性函数以及

vX = 。 

为了得到一个与数量指数呈线性关系的预算约束，我们需要假设次效用函数具有特别

的结构。例如，假设次效用函数是位似的。于是从第5章我们知道，可以将 ),( vpe 写成 vpe )( 。

因此，我们可以选择数量指数为 )(xvX = ，价格指数为 )( peP = ，效用函数为 ),( zXU 。

我们通过求解下列问题 

),(max
,

zXU
zX

 

使得 .mqzPX =+  

得到的 X ，同通过下列方法得到的 X 是完全一样的： 

首先求解 

)),((max
,

zxvu
zx

 

使得 .mqzpx =+  

然后使用 )(xvX = 将 x加总。 

    在上述表达方法中，我们可以将消费决策想象成分为两个阶段：首先，消费者通过求解

总效用最大化问题得到复合商品（例如肉类）的消费量，它是肉类价格指数的函数；其次，

在其他肉的价格以及肉类总支出给定的情况下，消费者选择牛肉的消费量，它是次效用最大

化问题的解。使用这种两阶段预算过程的思想可以非常方便地分析需求问题。 

 

9.4 消费者之间的加总 

我们已经研究过消费者需求函数 ),( mpx 的加总。现在我们考虑消费者的一个集合，该

集合包含 ni ,...,1= 个消费者，每个消费者对于 k种商品拥有一个需求函数，因此消费者 i的

需求函数是一个向量 )),(),...,,((),( 1
i

k
iiiii mpxmpxmpx = 。注意，此处我们已经稍微修改了

一下我们使用的符号：商品种类现在用上标表示而消费者用下标表示。加总需求函数

（aggregate demand function）定义为 ∑ =
= n

i iin mpxmmpX
11 ),(),...,,( 。商品 j的加总需求

记为 ),( mpx j
，其中m表示收入向量 ),...,( 1 nmm 。 
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加总需求函数继承了个人需求函数的某些性质。例如，如果个人需求函数是连续的，

则加总需求函数当然是连续的。 

个人需求函数的连续性是加总需求函数连续性的充分条件，但不是必要条件。例如，

考虑洗衣机的需求。似乎下列假设是合理的：大部分消费者想要且只想要一台洗衣机。因此，

消费者 i的需求函数的形状将如图 9.1所示的那样。 

 

 

图图图图 9.1：：：：离散商品的需求离散商品的需求离散商品的需求离散商品的需求。在任何大于 ir 的价格水平上，消费者对洗衣机的需求为零。如果

价格小于或等于 ir ，消费者将会需求一台洗衣机。 

 

价格 ir 称为消费者 i的保留价格。如果消费者的收入和偏好改变，我们可以预期保留价

格将有好几个。洗衣机的加总需求 =)( pX 保留价格至少为 p的那些消费者的个数。如果消

费者的数量很多而且保留价格也比较分散，那么自然可以将这个需求函数看成是连续函数：

如果价格稍微上升，只有少数几个消费者——“边际”消费者——将决定不购买该商品。即

使这些边际消费者的需求变动是不连续的，加总需求的变动量也只会很小。 

加总需求函数还从个人需求函数继承了哪些性质？是否存在加总版本的斯勒茨基方程

或者加总版本的显示偏好强公理？不幸的是，上述问题的答案都是否定的。实际上，加总函

数从个人需求函数继承的性质只有齐次性和连续性。因此，总体上来说，消费者理论未对总

需求行为施加限制。 

然而，在某些情形下，加总需求函数的行为可能就让人认为它是由一个“具有代表性的”

消费者产生的。下面我们就来看一个这样的情形。 

假设所有单个消费者的间接效用函数都为高曼（Gorman）形式： 

.)()(),( iiii mpbpampv +=  

注意， )( pai 可能随着消费者的不同而不同，但是 )( pb 却被假设为对于所有消费者都



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 144 

是相同的。根据罗伊恒等式可知，消费者 i对商品 j的需求将具有下列形式 

.)()(),( i
jj

ii
j

i mppmpv βα +=                   （9.4） 

其中， 

)(

)(

)(
pb

p

pa

p j

i

j
i

∂
∂

−=α  

.
)(

)(

)(
pb

p

pb

p jj ∂
∂

−=β  

注意，商品 j的边际消费倾向 ii
j

i mmpx ∂∂ /),( ，和任何消费者的收入水平无关，而且

对于每个消费者来说它是固定不变的，因为 )( pb 对于每个消费者来说都是相同的。商品 j的

加总需求将具有下列形式 



















∂
∂

+
∂
∂

−= ∑ ∑
= =

n

i

n

i
i

jj

i

nj m
pb

p

pb

pb

p

a

mmpX
1 1

1

)(

)(

)(
),...,,( . 

这个需求函数事实上可由一个具有代表性的消费者产生。他的具有代表性的间接效用

函数为 

∑
=

+=+=
n

i
i MpBpAMpbpaMpV

1

)()()()(),( , 

其中

1

n

ii
M m

=
=∑ 。 

证明方法是将罗伊恒等式应用到这个间接效用函数，并且注意它产生了（9.4）式中的

需求函数。事实上可以证明，高曼形式的间接效用函数是能够对代表性的消费者模型进行加

总的最为一般的函数形式。因此，高曼形式的函数不仅是代表性消费者模型成立的充分条件，

还是必要条件。 

完整证明这个事实比较复杂。我们提供一个简单的论证思路。为简单起见，假设有两

个消费者。根据假设，商品 j的加总需求可以写成 

1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ).j j jX p m m x p m x p m= + = +  

如果我们将上式先关于 1m 微分，然后再关于 2m 微分，可得到下列恒等式： 

1 1 2 2

1 2

( , ) ( , )( , )
.

j jj x p m x p mX p M

M m m

∂ ∂∂ ≡ ≡
∂ ∂ ∂

 

所以，所有消费者对商品 j的边际消费倾向都是相等的。如果我们将上面的恒等式关于
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1m 再微分一次，可得 

22
1 1

2 2
1

( , )( , )
0.

jj x p mX p M

M m

∂∂ ≡ ≡
∂ ∂

 

因此，消费者 1对商品 j的需求，从而消费者 2对商品 j的需求，关于收入是仿射的。

所以，商品 j的需求函数的形式为 ( , ) ( ) ( )j j j
i i i ix p m p p mα β= + 。如果所有商品的情形都

是这样的，那么每个消费者的间接效用函数必定都是高曼形式的。 

具有高曼形式的一类特别效用函数，是位似效用函数。在这种情形下，间接效用函数

的形式为 ( , ) ( )v p m v p m= ，这显然是高曼形式的。另外一类具有高曼形式的特殊效用函数，

是拟线性效用函数。在这种性情下， ( , ) ( )v p m v p m= + ，这显然也是高曼形式的。位似效

用函数与（或）拟线性效用函数的很多性质，也为高曼形式的效用函数所拥有。 

 

9.5 反需求函数 

在很多情形下，在表达消费者的需求行为时，我们需要即将商品价格描述为商品数量

的函数。也就是说，给定某个商品向量 x，我们希望找到一个价格向量 p和收入m使得 x是

需求束。 

由于需求函数是零次齐次的，我们可以将收入固定在某个既定的水平，并且确定相对

于这个收入水平来说的商品的（相对）价格。最方便的做法是将收入固定为 1，即 1m = 。 

在这种情形下，效用最大化问题的一阶条件为 

( )
0i

i

u x
p

x
λ∂ − =

∂
  对于 1,...,i k=  

1

1
k

i i
i

p x
=

=∑ 。 

我们希望消去第一组等式中的λ。 

为了做到这一点，将第一组中的每个等式乘以 ix ，然后加总可得 

1 1

( )
.

k k

i i i
i ii

u x
x p x

x
λ λ

= =

∂ = =
∂∑ ∑  

将

1

( )k

i
i i

u x
x

x
λ

=

∂=
∂∑ 代入到第一组等式中，并将 p表示为 x的函数可得 

1

( )

( ) .
( )
i

i k

i
i i

u x

x
p x

u x
x

x=

∂
∂=

∂
∂∑

                       （9.5） 
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给定任何需求向量 x，我们可以使用上式找到满足最大化一阶条件的价格向量 ( )p x 。

如果效用函数是拟凹的，因此这些必要条件也是最大化的充分条件，于是我们就得到了反需

求函数。 

如果效用函数不是处处拟凹的，将会出现什么样的情形？那么，将会存在下列这样的

一些商品束，这些商品束在任何价格下都不会成为需求束；位于无差异曲线非凸部分上的任

何商品束都是上述这样的商品束。 

上面这个反需求函数存在着对偶形式，我们可以从第 8 章的讨论推导出这个对偶形式

的反需求函数。我们在第 8章已经知道，对于满足预算约束的所有价格向量来说，需求束 x
必定最小化最小化最小化最小化

．．．

间接效用。因此， x必定满足一阶条件 

( )
0i

i

v p
x

p
µ∂ − =

∂
  对于 1,...,i k=  

1

1.
k

i i
i

p x
=

=∑  

现在将第一组式子中的每个式子乘以 ip ，然后相加可得
1

( )k

ii
i

v p
p

p
µ

=

∂=
∂∑ 。将这个式

子代入一阶条件，我们就得到了需求函数，它是以经过标准化的间接效用函数作为变量的函

数： 

1

1

( )

( )
( )

k i
i i k

jj
j

v p

p
x p

v p
p

p

=

=

∂
∂= ∂
∂

∑
∑

                   （9.6） 

    注意本节的漂亮的对偶：直接需求函数的表达式（9.6），和间接需求函数的表达式（9.5）

具有相同形式。这个表达式也可以从经过标准化的间接效用函数的定义和罗伊恒等式推导

出。 

9.6 需求函数的连续性 

直到现在我们一直假设我们的需求函数都具有良好行为；也就是说，假设它们是连续

的甚至是可微的。这些假设是合理的吗？ 

借助于第 27章的最大值定理，我们知道，只要需求函数是良好定义的，它们就是连续

的，至少当 0p≫ 和 0m > 时是连续的；也就是说，只要 ( , )x p m 在价格收入组合为 ( , )p m

时是唯一的唯一的唯一的唯一的

．．．

最大化商品束，那么需求关于 p和m就是连续的。 

如果我们想保证对于所有 0p≫ 和 0m > ，需求都是连续的，那么我们需要保证需求

束总是唯一的。为了做到这一点，我们所需要严格凸性这个条件。 

唯一需求束唯一需求束唯一需求束唯一需求束（unique demanded bundle）。如果偏好是严格凸的如果偏好是严格凸的如果偏好是严格凸的如果偏好是严格凸的，，，，那么对于每个那么对于每个那么对于每个那么对于每个 0p≫ ，，，，
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存在为一个商品束存在为一个商品束存在为一个商品束存在为一个商品束 x使得使得使得使得u在消费者的预算集在消费者的预算集在消费者的预算集在消费者的预算集 ( , )B p m 上达到最大上达到最大上达到最大上达到最大。 

证明：假设 x′和 x′′都能使得 u在 ( , )B p m 上最大。那么

1 1

2 2
x x′ ′′+ 也在 ( , )B p m 中，但

1 1

2 2
x x′ ′′+ 严格偏好于 x′和 x′′，矛盾。■ 

 

 

图图图图 9.2：：：：不连续的函数不连续的函数不连续的函数不连续的函数。由于偏好非凸，需求不连续。 

粗略地说，如果需求函数是良好定义的、处处连续的，并且是从偏好最大化推导出的，

那么潜在的偏好必定是严格凸的。如若不然，那么对于某个价格向量来说，将存在若干个最

优商品束，如图 9.2所示。注意，在图 9.2描绘的情形下，价格的微小变动就能导致需求束

的巨大变动：需求“函数”不连续。（本章结束）■ 

 

注释 

    条件需求请参考 Pollak（1969）。可分性请参考 Blackorby, Primont and Russell（1979）。

可分性在消费者需求估计中的进一步发展和运用，可参考 Deaton and Muellbauer（1980）。

商品加总的讨论基于 Gorman（1953）。加总中正的结果和负的结果可参见 Shafer and 

Sonnenschein（1982）。 

习题 

9.1假设偏好是位似的。证明
( , )( , ) ji

j i

x p mx p m

p p

∂∂ =
∂ ∂

。 

9.2 某种特殊商品的需求函数为 x a bp= + 。求与该需求函数相伴的直接效用函数和间接效
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用函数。 

9.3某种特殊商品的需求函数为 x a bp cm= + + ，求与该需求函数相伴的直接效用函数和间

接效用函数。（提示：如果想完全解答这个问题，你必须知道如何求解线性的非齐次的微分

方程。如果你不会解，只需要写出方程就可以了。） 

9.4两种商品的需求函数为 

1 1 11 1 12 2x a b p b p= + +  

2 2 21 1 22 2x a b p b p= + +  

需求理论对这些参数施加了什么样的限制？求与需求函数相伴的用货币衡量的效用函数。 

9.5在上个问题中，求与需求函数相伴的间接效用函数。 

9.6令 ( , )q m 分别表示价格和收入，令 /p q m= 。使用罗伊恒等式证明 

1

( )

( )
( )
i

i
k

jj
j

v p

p
x p

v p
p

p=

∂
∂= ∂
∂∑

。 

9.7 考虑效用函数 1 2 3 1 2 3( , , ) a b cu x z z x z z= 。这个效用函数关于 2 3( , )z z 是（弱）可分的吗？求

商品 z的次效用函数。给定商品 z的支出m，求商品 z的条件需求。 

9.8假设有两种商品 x和 y。某消费者对商品 x的需求函数为 ln x a bp cm= − + ，其中 p为

商品 x相对商品 y的价格，m为货币收入除以商品 y的价格。 

  （a）为了确定产生这种需求行为的间接效用函数，你应该求解什么样的方程？ 

  （b）这个微分方程的边界条件是什么？ 

9.9某个消费者的效用函数为 ( , , ) min{ , }u x y z x y z= + 。这三种商品的价格为 ( , , )x y zp p p ，

消费者必须用掉的钱数为m。 

  （a）可以证明这个效用函数可以写为 ( ( , ), )U V x y z 的形式。分别求函数 ( , )V x y 和函数

( , )U V z 的表达式。 

  （b）求这三种商品的需求函数。 

  （c）求间接效用函数。 

9.10假设有两种商品 1x 和 2x 。令商品 1和 2的价格分别为 1p 和 1。令收入为 y。某个消费

者对商品 1的需求为 1 110x p= − 。 

  （a）求商品 2的需求函数。 

  （b）为了计算产生这些需求函数的收入补偿函数，你应该求解什么方程？ 
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  （c）求与这些需求函数相伴的收入补偿函数。 

9.11假设有两个消费者。消费者 1的支出函数为 1 1 2 1 1 1 2( , , )e p p u u p p= ，消费者 2的效用

函数为

3
2 1 2 1 2( , ) 43 au x x x x= 。 

  （a）求每个消费者对于每种商品的马歇尔（市场）需求函数。（两个消费者的收入分别用

1m 和 2m 表示） 

  （b）参数a取什么值时，存在和收入分配无关的加总需求函数？ 
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10消费者剩余 
 

当经济环境改变时，消费者的状况可能会更好也可能更差。经济学家通常希望衡量消

费者的状况如何受经济环境改变的影响，他们已经发明出几种方法来做此事。 

福利变化的经典衡量方法是使用消费者剩余，初级微观经济学使用的就是这个工具。

然而，消费者剩余只有在特定的环境中才能准确衡量福利变化。在本章，我们将介绍几个衡

量福利变化的更一般方法。在这些更一般的方法中，消费者剩余只是一种特殊情形。 

 

10.1补偿变化和等价变化 

我们首先考虑福利变化的“理想”衡量方法是什么样的。在最基本的层面上，我们想要的

衡量方法是，它能衡量某些政策变化导致的效用变化。假设有两个预算 ),( 00 mp 和 ),( mp ′′ ，

它们代表某个既定的消费者在不同政策框架下面对的价格和收入。通常我们将 ),( 00 mp 视

为现状，将 ),( mp ′′ 视为变化后的情形，尽管这不是唯一解释。 

从 ),( 00 mp 到 ),( mp ′′ 变化导致的福利变化，很自然地就可以用间接效用之差进行衡

量： 

),(),( 00 mpvmpv −′′ . 

如果这个效用之差为正，则政策的改变就是合理的，至少站在消费者的角度上是这样的；如

果为负，则不需要改变现行的政策。 

一般来说，做到这一步我们已经尽力了；效用理论在本质上纯粹是序数性质的，因此

不存在明确的量化效用变化的方法。然而，在某些情形下，我们可以使用货币衡量消费者的

福利变化。也许政策分析专家希望大致了解福利变化程度，以便以重要性为序安排各项工作。

或者他们想比较不同消费者得到的利益或承担的成本。在上述这些情形下，有必要选择一种

“标准”的效用差值衡量方法。一种合理的方法是使用以货币度量的（间接）效用函数（参见

第 7章）。 

我们已经知道 ),;( mpqµ 衡量为了使得消费者为了和他在价格 p和收入m的状一样

好，在价格为q时他应该至少需要多少收入。也就是说， ),;( mpqµ 的定义为 )),(;( mpvqe 。

如果我们接受效用的这种衡量方法，我们发现上述效用的差值变为 

),;(),;( 00 mpqmpq µµ −′′ . 

剩下的问题是选择基价q。选择明显有两个：我们可以令q为 0p 或 p′。这样就得到以

下两种衡量效用差值的方法： 

).,;(),;(),;(

),;(),;(),;(
0000

000000

mppmmppmppCV

mmppmppmppEV

′−′=′−′′′=
−′′=−′′=

µµµ
µµµ

       （10.1） 
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  第一种衡量方法称为等价变化（equivalent variation）。这种方法使用当前价格作为基价，

它求解的是在当前价格水平下收入应该怎样变动，才能等价于政策变化对效用的影响。第二

种衡量方法称为补偿变化（compensating variation）。这种方法使用新价格作为基价，它求解

的是收入应该怎样变动才能补偿价格的变动对消费者的影响。（补偿发生在政策变化之后，

因此补偿变化使用变化之后的价格。） 

这两种方法都可以衡量价格变动引起的福利效应。它们的大小通常不同，因为钱的价

值取决于相关价格是多少。但是它们的符号总是相同的，因为它们衡量的是相同的效用差值，

只不过使用不同的效用函数而已。图 10.1画出了两种商品情形下的等价变化和补偿变化。 

 

 

图 10.1：等价变化和补偿变化。在图 10.1中， 12 =p ，商品 1的价格从 0p 下降为 1p 。A图

画出的是收入的等价变化——在价格 0p 下消费者应该额外需要多少钱，才能使他的状况和

他在价格 1p 下的状况一样好。B 图画出的是收入的补偿变动——应该从消费者手中拿走多

少钱才能使他的状况和他在 0p 下的状况一样好。 

哪一种衡量方法更合适？这要取决于具体的环境以及你试图解决的问题。如果你想解

决的是在新价格下的补偿方案的问题，那么使用补偿变化似乎更合理。然而，如果你只是想

合理衡量“支付意愿”，那么等价变化的方法更好。原因有两个。首先，等价变化衡量的是

在当前价格下的收入变动，而且对于决策者来说，使用货币的现值（当前价格下的价值）进

行判断要比使用假想的价格进行判断容易。其次，在比较多个可能政策的优劣时，如果使用

补偿变化方法，则对于每个政策来说，基价都不同，而等价变化则总是使用当前的价格，因

此对于不同政策来说，基价是统一的。因此，如果评价的项目比较多，使用等价变化的方法

更合适。 

如果我们认为补偿变化和等价变化可以作为效用变化的指示器，在实践中我们如何计

算它们？也就是说：在实践中我们如何衡量 ),;( mpqµ ？ 

    在研究可积理论（第 8章）时，我们已经回答了上述问题。在第 8章，我们分析了如何

通过观察需求行为 ),( mpx 复原 ),;( mpqµ 代表的偏好问题。给定任何观测到的需求行为，
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你可以解出可积分方程组的解，至少理论上如此。从而可以推出相伴的以货币度量的效用函

数。 

    在第 8章我们已经知道如何根据需求函数（包括线性、非线性以及半对数函数）求出以

货币度量的效用函数。在原理上，对于满足可积条件的任何函数，我们都可以进行类似的计

算。 

 

然而，在实践中通常在另外

．．

一个方向上进行参数刻画，因为这种方法更容易一些：首

先确定间接效用函数的函数形式，然后根据罗伊恒等式推导出需求函数的函数形式。毕竟，

对一个函数求导要比解一个偏微分方程组要容易得多！ 

如果我们确定了间接效用函数的参数形式，那么估计出与需求方程组相伴的参数，立

即就可得到潜在效用函数的参数。一旦我们有了这些参数，我们就可以容易地推导出以货币

度量的效用函数，以及补偿变化和等价变化。第 12章详细介绍了这种方法。 

当然这种方法只有在估计出的参数满足最优化模型的各种限制时，它才有意义。我们

需要检验这些限制，目的在于判断它们对于我们特定的实证案例来说是否是合理的。如果是

合理的，接下来就要估计出满足这些限制条件的相关参数。 

总结一下：如果需求函数是可以观测到的，而且需求函数满足效用最大化的条件，那

么补偿变化和等价变化也是可观测到的。可以观测到的需求行为可被用于构建福利变动的衡

量方法，然后使用这种方法比较各个备选的政策。 

 

10.2消费者的剩余 

衡量福利变化的经典工具就是消费者的剩余

．．．．．．

（consumer’s surplus）。如果 )( px 是某商

品的需求函数，它是它自身价格的函数，那么与价格从

0p 变化到 1p 相伴的消费者的剩余为 

∫
′

=
p

p
dttxCS

0
)( . 

上式就是需求曲线左侧位于价格线

0p 和 1p 之间的面积。可以证明当消费者的偏好可用拟线

性效用函数表示时，消费者的剩余是一种精确衡量福利变动的方法。更准确地说，当效用是

拟线性的，补偿变化等于等价变化，而且这两种变化都等于消费者剩余的积分。对于一般形

式的效用函数来说，补偿变化不等于等价变化，消费者剩余就不再是福利变动的精确衡量方

法。然而，即使效用不是拟线性的，消费者的剩余也是更准确衡量方法的合理近似。下面我

们进一步分析这些思想。 

 

10.3拟线性效用 
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假设某个效用函数在单调变换后具有以下形式 

).,...,(),...,,( 1010 kk xxuxxxxU +=  

注意，该效用函数对于其中一种商品来说是线性的，但对于其他商品来说（可能）不是线性

的。正因为此，我们将它称为拟线性效用函数

．．．．．．．

（quasilinear utility function）。 

在本节我们主要分析 1=k 的情形，因此效用函数的形式为 )( 10 xux + ，本节所得的结

论可以推广到任意数量的商品种类上。我们假定 )( 1xu 为严格凹函数。 

我们考虑下列形式效用函数的效用最大化问题： 

)(max 10
, 10

xux
xx

+  

使得 .110 mxpx =+  

将约束条件代入目标函数，可将上述问题化简为一个无约束的最优化问题 

.)(max 111
1

xpmxu
x

−+  

这个问题的一阶条件为 

11)( pxu =′  

这个式子要求商品 1的边际效用等于它的价格。 

由一阶条件可知，商品 1 的需求只是它自身价格的函数，因此我们可以将需求函数写

为 )( 11 px 。于是商品 0 的需求函数可从预算线求出， )( 1110 pxpmx −= 。将这些需求函数

代入效用函数就可得到间接效用函数 

mpvpxpmpxumpv +=−+= )()())((),( 1111111 ， 

其中 )())(()( 111111 pxppxupv −= 。 

这种方法很好，但它隐藏了一个问题。稍加思索，你就会明白商品 1 的需求不可能独

立于所有价格和收入水平的收入。如果收入足够小，商品 1的需求必然受到需求的约束。 

假设我们将上述效用最大化问题写成下列形式，即明确列出对于 0x 的非负约束： 

)(max 10
, 10

xux
xx

+  

使得

.00

110

≥
=+

x

mxpx
 

现在我们知道我们得到的解有两类，取决于 00 >x 还是 00 =x 。如果 00 >x ，那么我们得

到的解和前面的那个最大化问题的解是一样的——商品 1的需求仅取决于它自身的价格，与

收入无关。如果 00 =x ，则间接效用由 )/( 1pmu 给出。 

    想象消费者的最初收入 0=m ，逐渐小额增加他的收入。效用的增额于是为
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11 /)/( ppmu′ 。如果这个比值大于 1，则消费者将最初的一元钱花费在商品 1比花费在商品

0上更好。我们继续将钱花费在商品 1上，直到额外一元钱的边际效用恰好等于 1；也就是

说直到消费的边际效用等于商品的价格。然后，所有额外的收入都花费在商品 0上。 

    拟线性效用函数经常用于福利经济学的分析，因为它的需求结构比较简单。需求仅取决

于价格——至少收入足够高时是这样的——因此一点也不必担心收入效应。可以证明，这种

效用函数简化了市场均衡的分析。你应该将这种情形认为我们模拟的是对收入不怎么敏感的

商品的需求。想象一下你对纸或笔的需求：当你的收入变化时，你对它的需求变化多大？非

常可能的是，任何收入的增加都被你用于其它商品的消费。 

而且，使用拟线性效用的另外一个好处是可积性问题变得很简单。由于反需求函数为

)()( 111 xuxp ′= ，这意味着通过积分，我们就可以从反需求函数找到与商品 1的特定消费水

平相伴的效用： 

.)()()0()(
11

0

1

0

1 ∫∫ =′=−
xx

dttpdttuuxu  

选择消费 1x 的总效用包含消费商品 1的效用，加上消费商品 0的效用： 

).()()())(( 111

0

111111

1

pxpmdttppxpmpxu
x

−+=−+ ∫  

如果我们忽略常数m，上式右侧正是商品 1需求曲线下方的面积减去花费在商品 1上的支

出。或者说，这是商品 1需求曲线左侧的面积。 

得到上述结论的另外一种方法是从间接效用函数 mpv +)( 1 开始分析。根据罗伊法则可

知， )()( 111 pvpx −= 。将这个式子积分可得 

.)()(
1

11 mdttxmpv
p

+=+ ∫
∞

 

这是需求曲线左侧、价格线 1p 以上的面积。这正好是上一段落那个面积的另外一种表达方

式。 

 

10.4拟线性效用和以货币度量的效用 

假设效用函数的形式为拟线性的 01)( xxu + 。我们已经知道，对于这样的效用函数来说，

需求函数 )( 11 px 和收入无关。由前面的内容可知，我们可以通过对变量 1p 积分的方法，可

以得到与这个需求函数一致的间接效用函数。 

当然，这个间接效用函数的任何单调变换还是一个间接效用函数，它们描述是消费者

的同一行为。如果消费者的选择使得他的消费者剩余最大，那么当然也会使得消费者剩余的

平方最大。 
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在前面我们已经知道，以货币度量的效用函数对于多种目的来说，都是个非常方便的

效用函数。可以证明对于拟线性效用函数来说，需求的积分在本质上就是以货币度量的效用

函数。 

上述结论的证明方法是，写出可可积分方程，然后验证消费者剩余是这些方程的解即

可。如果 )( 11 px 是需求函数，则可积分方程为 

.),;(

)(
),;(

1

mmqq

tx
dt

mqtd

=

=

µ

µ
 

直接计算可以验证这些方程的解为 

.)(),;( 1 mdttxmqp
q

p
+= ∫µ  

上式右侧正是与价格从 p变为 q相伴的消费者剩余，加上收入。 

对于这种以货币度量的效用函数来说，补偿变化和等价变化的形式为 

.),(),;(),;(

),(),;(),;(
0000

000000

mmppAmppmppCV

mmppAmppmppEV

−′+′=′−′′′=
−′+′=−′′=

µµ
µµ

 

在这种特别的情形下，补偿变化等于等价变化。不难看出这一结果背后的直觉。由于补偿函

数是收入的线性函数，额外一元钱的效用，即收入的边际效用，和价格是无关的。因此，收

入的补偿变化或等价变化的值和价格无关。 

 

10.5作为近似值的消费者剩余 

我们已经知道，消费者剩余只有当效用函数为拟线性时，才是补偿变化和等价变化的

精确衡量。然而，对于一般情形来说，它可能是一个合理的近似。 

例如，考虑下面这样的情形：只有商品 1的价格发生变动，从 0p 变为 p′；收入固定不
不变， mpm ′== 0

。在这种情形下，我们可以使用（10.1）式以及 mmpp ≡),;(µ 的事实，

将等价变化和补偿变化写为 

).,;(),;(),;(),;(

),;(),;(),;(),;(
0000

0000

mppmppmppmppCV

mppmppmppmppEV

′−=′−′′=

′′−′=−′=
µµµµ
µµµµ

 

我们已经将这些式子写为唯一一个变量 p的函数，因为所有其他价格都被假设为固定不变

的。令 ),( 00 mpvu = 以及 ),( mpvu ′=′ 并且使用以货币度量的效用函数的定义（参见第 7

章），我们有 

).,(),(

),(),(
000

0

upeupeCV

upeupeEV

′−=

′′−′=
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最后，使用希克斯需求函数是支出函数的导数的事实，因此有 peuph ∂∂≡ /),( ，我们可以

将这些式子写为 

.),(),(),(

),(),(),(

0

0

0000

0

∫

∫

′

′

=′−=

′=′′−′=

p

p

p

p

dpuphupeupeCV

dpuphupeupeEV
       （10.2） 

    从这些式子可知，补偿变化是与初始效用水平相伴的希克斯需求函数的积分，等价变化

是与最终效用水平相伴的希克斯需求函数的积分。福利的正确衡量是对需求曲线积分——但

是你必须使用希克斯需求曲线而不是马歇尔需求曲线。 

然而，我们可以使用（10.2）式推导出一个有用的界限。斯勒茨基方程告诉我们 

).,(
),(),(),(

mpx
m

mpx

p

mpx

p

uph

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

 

 

如果我们研究的商品是正常商品，希克斯需求曲线的导数就会大于马歇尔需求曲线的导数，

如图 10.2所示。 

由此可知马歇尔需求曲线左侧的面积以希克斯需求曲线左侧的面积为界。在我们描述

的情形中 pp ′>0
，因此所有的面积都是正的。由此可知， CVCSEV >> ，其中 CS表示

消费者剩余。 

 

 

图图图图 10.2：：：：消费者剩余的消费者剩余的消费者剩余的消费者剩余的界界界界。。。。对于正常商品来说，希克斯需求曲线比马歇尔需求曲线陡峭，因

此，马歇尔需求曲线左侧的面积以希克斯需求曲线左侧的面积为界。 

10.6加总 
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补偿变化、等价变化和消费者的剩余的上述关系对于单个消费者来说是成立的。此处

我们分析涉及许多消费者的一些问题。 

在第 9章我们已经知道，只有当个人 i对某商品的间接效用函数具有高曼形式 

iiii mpbpampv )()(),( +=  

时，该商品的加总需求函数才是价格以及加总收入的函数。 

在这种情形下，每种商品的加总需求函数可从具有下列形式的加总间接效用函数推出 

∑
=

+=
n

i
i MpbpaMpV

1

)()(),( ， 

其中 ∑ =
= n

i imM
1
。 

在前面我们已经知道与拟线性偏好相伴的间接效用函数的形式为 

ii mpv +)( . 

这显然是高曼形式的一种特殊情形，其中 1)( ≡pb 。因此，产生加总需求函的加总间接效用

函数为 ∑∑ ==
+=+ n

i i

n

i i mpvmpv
11

.)()(  

这个效用函数和加总的消费者剩余如何关联起来？为简单起见，我们回到单一价格的

情形，罗伊法则表明函数 )( pvi 由下式给出 

∫
∞

=
p ii dttxpv )()( . 

由此可得 

∫ ∑∑∫∑
∞

==

∞

=

===
p

n

i
i

n

i
p i

n

i
i dtpvdttxpvpV .)()()()(

111

 

也就是说，产生加总需求函数的间接效用函数就是加总需求函数的积分。 

如果所有消费者的效用函数都是拟线性的，则加总需求函数似乎可以使得加总的消费

者剩余最大化。然而，加总消费者剩余是福利比较的合适工具这一事实并非特别明显。为什

么某个特殊形式的效用的非加权（unweighted）之和是福利的有用衡量方法？我们在第 13

章分析这一问题。在那里我们将看到，在拟线性效用的情形下，加总消费者剩余可用于福利

衡量，但是拟线性效用是一种非常特殊的情形。一般来说，加总消费者剩余不是福利的精确

衡量方法。然而，在应用性研究中，通常使用加总消费者剩余作为消费者福利的近似衡量。 

 

 

10.7非参数边界 
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我们已经知道在给定参数形式的间接效用情形下，如何使用罗伊恒等式计算需求函数。

如果给定需求函数的参数表达式，我们可以使用可积性理论计算用货币度量的效用函数的参

数表达式。然而，这些计算都要求我们首先设定需求函数或间接效用函数的参数表达式。 

我们自然会问，如果不设定参数表达式，我们能走多远？结果表明，即使完全使用非

参数方法，我们也有可能推导出用货币度量的效用函数的紧致非参数边界。 

我们在第 8 章讨论还原性时已经知道，给定任何一个消费束，我们可以构建比这个消

费束“显示更好”（revealed preferred）或“显示更差”的消费束集合。这些集合可以视为消

费者偏好集的内界和外界。 

令 0( )NRW x 表示“不会显示比 0x 更差”的消费束集合。这个集合正好是集合 0( )RW x

的补。我们从第 8章知道，与 0x 相伴的真正偏好集 0( )P x 必定包含集合 0( )RP x ，而且 0( )P x

必定包含于集合 0( )NRW x 之中，即 0 0 0( ) ( ) ( )RP x P x NRW x⊂ ⊂ 。 

 

图 10.3：以货币度量的效用的界限。真正偏好集 0( )P x 必定包含集合 0( )RP x ，而且 0( )P x 必

定包含于集合 0( )NRW x 之中，因此， 0( )P x 上的最小支出必然位于我们画出的两个界限中，

如图所示。 

我们用图 10.3说明这种情形。为了让图更清晰一些，我们省略了很多预算线和观测到

的选择，只画出了 0( )RP x 和 0( )RW x 。我们还画出了通过 0x 的“真正”无差异曲线。根据

定义， 0x 用货币度量的效用为 

0

0

( , ) min

s.t. ( ) ( )
x

m p x px

u x u x

=

≥
 

这个问题等价于 
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0

0

( , ) min

s.t. ( )
x

m p x px

x P x

=

∈
 

定义 0( , )m p x+
和 0( , )m p x−

为 

0

0

( , ) min

s.t. ( )
x

m p x px

x NRW x

− =

∈
 

和 

0

0

( , ) min

s.t. ( )
x

m p x px

x RP x

+ =

∈
 

    由于 0 0 0( ) ( ) ( )NRW x P x RP x⊃ ⊃ ，由此可知 0 0 0( , ) ( , ) ( , )m p x m p x m p x+ −≥ ≥ 。因

此，补偿过度（overcompensation）函数 0( , )m p x+
，和补偿不足（undercompensation）函数

0( , )m p x−
构成了真正补偿函数 0( , )m p x 的上下界。（本章结束）■ 

 

注释 

  Hicks（1956）首先讨论了补偿变化、等价变化以及它们与消费者剩余的关系。Willig（1976）

讨论了消费者剩余的更紧致边界。Varian（1982a）分析了用货币度量的效用函数的非参数

边界。 

 

习题 

10.1假设效用是拟线性的。证明间接效用函数关于价格是凸的。 

10.2 消费者埃尔斯沃思（Ellsworth）的效用函数为 ( , ) min{ , }U x y x y= 。该消费者有 150

元，商品 x和 y的价格都为 1。他的老板打算派他到另外一个镇上去。在这个镇上，商品 x

和 y的价格分别为 1和 2。老板不给他加工资。由于他很了解补偿变化和等价变化，他抱怨

得很厉害。他说，尽管他不在意工作地点变动，因为新地点和原先地点一样让人愉快，但搬

到新镇等同于他的收入降低了 A 元。他又说，如果给他增加 B元的工资，他就不会抱怨搬

到新镇去工作了。求 A和 B的数值。 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 161 

 
曹乾曹乾曹乾曹乾●●●●经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列 
 

Microeconomics Analysis
（（（（3th edition）））） 

 
Hal. R. Varian 

（University of Michigan Ann Arbor） 
 

范里安 

微观经济分析（第 3 版） 

完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版    

第 11 章：不确定性 
 

 

曹乾  译 

(东南大学  caoqianseu@163.com) 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 162 

11不确定性 
 

直到现在，我们关注的都是消费者在确定条件下的行为。然而消费者的很多选择是在不

确定条件下作出的。在本章我们将探讨如何使用消费者选择理论描述这样的行为。 

 

11.1彩票 

第一个任务就是描述消费者面临的选择。我们可以将消费者面临的选择想象为彩票

（lotteries）的形式。一张彩票可用 ypxp �� )1( −⊕ 表示。这个符号表示：“消费者得到

奖品 x 的概率为 p ，得到奖品 y 的概率为 )1( p− 。”奖品可以为钱、商品或者甚至彩票。风

险条件下的绝大多数行为都可以使用彩票架构进行解释。 

对于消费者对彩票的认知，我们作出以下一些假设。 

L1.  xyx ~)11(1 �� −⊕ . 以一的概率得奖和肯定得奖是一回事。 

L2.  xpypypxp ���� ⊕−−⊕ )1(~)1( . 消费者不关心彩票描述的次序。 

L3.  yqpxqpypypxpq ������ )1()(~)1())1(( −⊕−⊕−⊕ . 消费者对彩票的认知

仅取决于得到各种奖品的相应净概率。 

假设（L1）和（L2）似乎是无害的。假设（L3）有时称为“复合彩票的化简”，这个假

设多少让人怀疑它的合理性，因为有证据表明消费者认为复合彩票和一次性彩票是不同的。

然而此处我们不打算深究这一点。 

在这些假设条件下，我们可以定义消费者可以得到的彩票空间 L 。我们假设消费者在

这个彩票空间上存在着偏好：给定任何两张彩票，他可以做出选择。和往常一样，我们假设

偏好是完备的、反身的和传递的。 

我们假设彩票只有两个结果是合理的，因为我们可以允许它的结果仍是彩票。这样，

通过不断复合只有两个结果的彩票，我们可以构造含有任何数量奖品种类的彩票。例如，假

设我们想描述奖品有 yx, 和 z 的这样三种结果彩票，每种奖品的概率都为 1/3。根据复合彩

票的化简可知，这个彩票等价于下列彩票 

zyx ���
3
1

2
1

2
1

3
2 ⊕




 ⊕ . 

根据上面的假设 L3，消费者只关心奖品涉及的净概率，因此，这个彩票的确等价于原来的

彩票。 

 

11.2期望效用 

    如果我们再增加一些小的假设，则效用函数存在性的相关定理（参见第 7章）可用于证

明：存在一个连续的效用函数u ，它可以描述消费者的偏好。也就是说， 
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zqwqypxp ��≻�� )1()1( −⊕−⊕  

当且仅当 

).)1(())1(( zqwquypxpu ���� −⊕>−⊕  

当然，这个效用函数不是唯一的；它的任何单调转换一样合适。在某些额外的假设下，我们

可以找到这个效用函数的某个特别的单调转换，它具有非常方便的性质，即期望效用性质

．．．．．．

（expected utility property）: 

).()1()())1(( yupxpuypxpu −+=−⊕ ��  

期望效用性质是说，彩票的效用等于它的各个奖品的期望效用。我们可以通过下列方

式计算任何彩票的效用：对彩票的每个结果都相应取一个效用值，然后分别乘以各自的概率，

最后将它们相加。彩票的效用在加法上对于彩票的结果来说是可分离的，而且彩票效用是概

率的线性函数。 

需要强调的是，效用函数的存在性问题是不存在争议的；任何良好表现（well-behaved）

的偏好顺序都可以用效用函数来表示。我们此处关注的，是具有期望效用性质的效用函数的

存在性问题。为了回答这个问题，我们还需要以下的一些公理： 

U1. p{ 在 ]1,0[ 中: })1( zypxp
−

−⊕ ≻�� 和 p{ 在 ]1,0[ 中: })1( ypxpz ��≻ −⊕
−

对于 L 中

的所有 yx, 和 z 来说都是闭集。 

U2. 如果 yx ~ ，那么 .)1(~)1( zpypzpxp ���� −⊕−⊕  

假设（U1）是关于连续性的假设；这个假设基本无害。假设（U2）是说奖品不同的彩

票在某些条件下是无差异的。也就是说，如果给我们一种彩票 zpxp �� )1( −⊕ ，而且我

们知道 yx ~ ，那么我们可以用 y 替代 x ，从而构建另一种彩票 zpyp �� )1( −⊕ ，消费者

认为这两张彩票是等价的。这个假设似乎很合理。 

为了避免一些技术上的细节，我们再做出两个假设。 

U3. 存在最好的彩票b 和最差的彩票w。对于 L 中的任何 x 都有 .wxb
−−
≻≻  

U4. 彩票 wpbp �� )1( −⊕ 比彩票 wqbq �� )1( −⊕ 更受偏好，当且仅当 qp > 。 

假设（U3）纯粹是出于方便的目的而做出的。假设（U4）可从其他公理推导出。这个

公理是说，如果两种彩票的奖品都介于最好的彩票和最差的彩票之间，而且一种彩票比另外

一种彩票更受偏好，那么原因必然是前者得到最好奖品的概率更高。 

在这些假设之下，我们可以陈述主要的定理了。 

期望效用定理

．．．．．．

。如果 ),(
−
≻C 满足上述公理，则存在定义在C 上的效用函数u ，这个函数满

足期望效用性质： 

)()1()())1(( yupxpuypxpu −+=−⊕ �� 。 

证明。定义 1)( =bu 和 0)( =wu 。为了找到任意彩票 z 的效用，我们令 zpzu =)( ，其中 zp

的定义为 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 164 

.~)1( zwpbp zz �� −⊕                    （11.1） 

在这个构造中，消费者对于下列两个选择无差异：一是 z ；二是在最好结果（概率为 zp ）

与最差结果（概率为 zp−1 ）之间的博彩。 

为了保证上述定义是定义清楚的，我们需要验证两件事情。 

（ 1） zp 存在吗？集合 p{ 在 ]1,0[ 中 : })1( zypxp
−

−⊕ ≻�� 和集合 p{ 在 ]1,0[

中: })1( ypxpz ��≻ −⊕
−

都是闭且非空的，并且 ]1,0[ 中的每个点必然（至少）位于这两个

集合中的一个。由于单位区间是连通的，因此必然存在某个 p 位于这两个集合之中——但

这正是我们想要的 zp 。 

（2） zp 是唯一的吗？假设 zp 和 zp′ 是两个不同的数，而且都满足（11.1）式。这两个

数既然不同，则必然一个比另一个大。根据假设（U4）可知，得到最好奖品的概率较高的

彩票，不可能和得到最好奖品概率较低的彩票一样好。因此 zp 是唯一的。所以u 是定义清

晰的。 

下面我们证明u 具有期望效用性质。作一些简单的替代就可以看清这一点： 

)3(.)]()1()(1[)]()1()([~

)2(])1(1[])1([~

)1(])1([)1(])1([~

)1(

wyupxpubyupxpu

wppppbpppp

wpbppwpbpp

ypxp

yxyx

yyxx

��

��

������

��

−−−⊕−+

−−−⊕−+

−⊕−⊕−⊕
−⊕

 

使用（U2）以及 xp 和 yp 的定义替代（1）。使用（L3）替代 2，这就是说真正要紧的

是得到b 或w的净概率。使用效用函数的构造来替代（3）。 

根据效用函数的构造可知， 

).()1()())1(( yupxpuypxpu −+=−⊕ ��  

最后，我们证明u 是一个效用函数。假设 yx ≻ 。则 

xpxu =)( 使得 wpbpx xx �� )1(~ −⊕  

ypyu =)( 使得 wpbpy yy �� )1(~ −⊕  

根据公理（U4）可知，我们必然有 )()( yuxu > 。■ 

 

11.3期望效用函数的唯一性 

    我们已经证明了期望效用函数 RLu →: 的存在性。当然，u 的任何单调转换都和u 代

表消费者的同样的选择行为。但是这样的单调转换能否保留期望效用的性质？上面介绍的效

用函数的构造方法是否能够刻画期望效用函数的特征？ 

不难看出，如果 )(⋅u 是刻画某个消费者的期望效用函数，则 cauv +⋅=⋅ )()( 也是，其中

0>a ；也就是说，期望效用函数的任何仿射转换（affine transformation）仍然是期望效用

函数。这一点是很清楚的，因为 
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).()1()(

])()[1(])([

)]()1()([

))1(())1((

yvpxpv

cyaupcxaup

cyupxpua

cypxpauypxpv

−+=
+−++=

+−+=
+−⊕=−⊕ ����

 

不难看出其逆命题为：u 的任何单调转换如果仍具有期望效用性质，那么这个单调转换必然

是仿射转换。换一种表达方法： 

期望效用函数的唯一性

．．．．．．．．．．

。期望效用函数唯一适用于仿射转换。 

证明。根据前面的评价，我们只需要证明，如果某种单调转换保留了期望效用性质，它必然

是仿射转换。令 RRf →: 为u 的具有期望效用性质的单调转换。则 

))(()1())(()))1((( yufpxupfypxpuf −+=−⊕ �� , 

或 

)).(()1())(())()1()(( yufpxupfyupxpuf −+=−+  

但这正等价于仿射转换的定义（参见第 26章）。■ 

 

11.4和期望效用有关的其他符号 

我们已经证明了只有两种结果的彩票情形下的期望效用定理。正如以前指出的，很容

易将这个证明扩展到结果为有限多种的彩票的情形，方法是使用复合彩票。如果得到结果 ix

的概率为 ip ，其中 ni ,...,1= ，则这种彩票的期望效用为 

∑
=

n

i
ii xup

1

).(                             （11.2） 

如果增加某些技术上的细节，就可以证明期望效用定理对于连续概率分布也是成立的。

如果 )(xp 是定义在结果 x 上的概率密度函数，则这个博彩的期望效用函数可以写为 

∫ dxxpxu )()(                            （11.3） 

    我们可以使用期望算符将这两种情形归纳在一起。令 X 表示取值为 x 的随机变量

．．．．

（ random variable）。则 X 的效用也是一个随机变量 )(Xu 。这个随机变量的期望

．．

（expectation） )(XEu 是和彩票 X 相伴的期望效用。在离散随机变量的情形下， )(XEu 由

（11.2）给出，而在连续随机变量的情形下， )(XEu 由（11.3）给出。 

 

11.5风险厌恶 

下面我们考虑彩票空间仅由奖品为钱的博彩组成。我们知道，如果消费者的选择行为

满足各种必要的公理，我们可以找到具有期望效用性质的效用函数来表示他的行为。这意味

着如果我们只要知道这种特别形式的效用函数，我们就可以描述消费者对于一切金钱博彩的

行为。例如，为了计算消费者对于博彩 ypxp �� )1( −⊕ 的期望效用，我们只要使用
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)()1()( yupxpu −+ 计算即可。 

这种构造可用图 11.1 表示，其中 2/1=p 。注意在这个例子中，消费者更喜欢得到彩

票的期望价值。也就是说，彩票的效用 ))1(( ypxpu �� −⊕ 小于彩票期望价值的效用

)()1()( yupxpu −+ 。这样的行为叫做风险厌恶

．．．．

（risk aversion）。消费者也可能是风险喜

．．．

好的

．．

（risk loving），在这种情形下，消费者喜欢彩票胜过喜欢彩票的期望价值。 

 

 

图 11.1：某个博彩的期望效用。该博彩的期望效用为 )(
2
1

)(
2
1

yuxu + 。该博彩期望价值的

效用为 )
2
1

2
1

( yxu + 。在这个例子中，期望价值的效用大于期望效用，因此消费者是风险厌

恶的。 

 

如果消费者在某个区间是风险厌恶的，那么他的效用函数曲线上的任何两点的连线，

必然位于该曲线下方。这等价于凹函数的数学定义。因此，期望效用函数的凹性等价于风险

厌恶。 

通常我们想对风险厌恶的程度进行衡量。在直觉上，期望效用函数越凹，消费者越厌

恶风险。因此，也许你会认为用期望效用函数的二阶导数衡量风险厌恶程度。然而，这种衡

量方法存在着缺陷，因为它会随着期望效用函数的变化而变化：如果我们将期望效用函数乘

以 2，消费者的行为没有改变，但是这种方法衡量出来的厌恶程度却变化了。 

然而，如果我们将二阶导数标准化，即用二阶导数除以一阶导数，我们得到了一种合

理的衡量风险厌恶程度的方法，这种方法称为阿罗

．．

-

．

普拉特

．．．

的

．

（绝对）风险厌恶的衡量

．．．．．．．．．．．

方法

．．

(Arrow-Pratt measure of (absolute) risk aversion): 

.
)(
)(

)(
wu

wu
wr

′
′′

−=  

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 167 

下列分析可以进一步说明上述衡量方法是合理的。现在我们用一对数字 ),( 21 xx 表示一

个博彩，其中消费者得到 1x 如果事件E 发生，得到 2x 如果不是E 发生。于是我们将消费者

的可接受集

．．．．

（acceptance set）定义为由消费者在初始财富水平为w时可以接受的所有博彩

组成的集合。如果消费者是风险厌恶的，可接受集将是个凸集。这个集合的边界——由那些

无差异博彩组成的集合——可由隐函数 )( 12 xx 给出，如图 11.2所示。 

 

 

图 11.2：可接受集。这个集合刻画了消费者在初始财富水平情形下可以接受的所有博彩。如

果消费者是风险厌恶的，可接受集将是凸集。 

 

假设消费者的行为可由期望效用最大化刻画。则 )( 12 xx 必然满足下列恒等式： 

).())(()1()( 121 wuxxwupxwpu ≡+−++  

可接受集边界在点 )0,0( 的斜率可用下列方法找到，将上式对 1x 求导并计算该导函数在

01 =x 的数值： 

.0)0()()1()( 2 =′′−+′ xwupwup                    （11.4） 

由此可以解得该斜率为 

.
1

)0(2 p

p
x

−
−=′  

也就是说，可接受集在点 )0,0( 的斜率给出了博彩的赔率。这种方法比较妙，因为我们

可以得到概率——找到消费者恰好愿意为某事件押注一小笔钱的赔率。 

现在假设我们有两个消费者，他们在事件E 上的概率相同。我们自然可以说，消费者 i
比消费者 j 更厌恶风险，如果他的可接受集包含于消费者 j 的可接受集之中。由于上述说法

意味着消费者 j 可以接受消费者 i 接受的任何博彩，这种对于风险厌恶的陈述是总体性的
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（global）。如果我们将注意力限定在较小的博彩上，我们可以得到更有用的衡量方法。 

自然可以说，消费者 i 比消费者 j 在局部上在局部上在局部上在局部上

．．．．

（locally）更厌恶风险，如果他的可接受集

包含于消费者 j 的可接受集中的点 )0,0( 的某个领域之中。这意味着消费者 j 可以接受消费

者 i 接受的任何较小的博彩。如果这种包含关系是严格的，那么消费者 i 可以接受的较小博

彩数量比消费者 j 可接受的少。 

不难看出，消费者 i 比消费者 j 在局部上更厌恶风险，如果他的可接受集在点 )0,0( 附

近比消费者 j 的可接收集“更弯曲”。这是一个有用的结论，因为我们可以通过计算 )( 12 xx 二

阶导数的方法来找到可接受集的曲率。将恒等式（11.4）再一次对 1x 求导，并计算该导函数

在零点的值，可得 

.0)0()()1()0()0()()1()( 222 =′′′−+′′′′−+′′ xwupxxwupwup  

将 )1/()0(2 ppx −−=′ 代入上式，整理可得 

.
)(
)(

)1(
)0( 22 









′
′′

−
−

−=′′
wu

wu

p

p
x  

这个表达式与前面定义过的阿罗-普拉特的局部风险厌恶程度成比例。我们可以断言消

费者 j 接受的较小博彩的数量比消费者 i 多，当且仅当消费者 i 的阿罗-普拉特局部风险厌恶

程度比消费者 j 的大。 

 

例子：保险的需求 

假设某消费者初始拥有的钱数为W 元。他损失 L 元的概率为 p ，比如他家有可能失火。消

费者可以购买保险，如果购买保险，那么在上述损失发生时，他可以从保险公司得到q 元的

赔偿。如果保险金额为q 元，他必须向保险公司缴纳 qπ 元的保险费；其中π 是每一元钱保

险金额的保险费，即保险费率。 

消费者会购买多大的保险金额？我们看看这个效用最大化问题 

).()1()(max qWupqqLWpu ππ −−++−−  

将目标函数对q 求导，并令该导函数等于零，可得 

.0)()1()1))(1(( ** =−′−+−−+−′ ππππ qWupqLWup  

.
1

1
)(

))1((
*

*

π
π

π
π

−
−=

−′
−+−′

p

p

qWu

qLWu
 

如果保险事故发生，保险公司的净收入为 )( qq −π 元。如果保险事故不发生，保险公司

的净收入为 qπ 元。因此，保险公司的期望利润为 

.)1()1( qpqp ππ −−−  

假设竞争使得保险行业的利润为零。这意味着 

,0)1()1( =−+−− qpqp ππ  
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由此可得 .p=π  

在零利润的假设下，保险公司索要的是精算公平费率精算公平费率精算公平费率精算公平费率

．．．．．．

（actuarially fair premium）：保险

单的成本恰好等于它的期望价值，即 π=p 。将其代入效用最大化的一阶条件，可得 

).())1(( ** qWuqLWu ππ −′=−+−′  

如果消费者是严格厌恶风险的，因此 0)( <′′ Wu ，于是上式意味着 

.)1( ** qWqLW ππ −=−+−  

由此可得

*qL = 。因此，消费者会购买足额保险以抵御损失 L 。 

这个结果主要取决于消费者无法影响损失发生的概率这个假设。如果消费者的行为的

确会影响到损失发生的概率，保险公司可能只希望提供部分保险（partial insurance），因此

消费者有动机进行风险的预防。在第 25章我们将分析这样的一个模型。 

 

11.6总体的风险厌恶 

阿罗-普拉特度量似乎是局部局部局部局部

．．

（local）风险厌恶的合理解释：一个人比另一个人更厌恶

风险，如果他愿意接受的较小博彩比后者愿意接受的少。然而，在很多情形下，我们需要风

险厌恶的总体（global）度量——也就是说，我们想表达的是，在所有财富水平上，一个人

都比另一个人更厌恶风险。那么很自然地表达这种条件的方法是什么呢？ 

第一种可行的方法是，如果 A 的效用函数为 )(wA ，B 的为 )(wB ，那么若 A 比 B 更厌

恶风险，则必然有 

)(
)(

)(
)(

wB

wB

wA

wA
′
′′

−>
′
′′

−  

对所有财富水平w成立。这只是说 A 的风险厌恶程度处处都比 B 高。 

第二种可行的方法是，如果 A 比 B 更厌恶风险，那么 A 的效用函数比 B 的“更凹”。

更准确地说，我们说 A 的效用函数是 B 的效用函数的一个凹转换（concave transformation）;
也就是说，存在递增、严格凹的函数 )(⋅G 使得 

)).(()( wBGwA =  

第三种方法是，如果 A 比 B 更厌恶风险，则为了规避一定的风险，A 愿意比 B 支付更

多的钱。为了将这种想法表达清楚，令ε~表示一个随机变量，它的期望为零： 0~ =εE 。然

后令 )~(επ A 表示消费者为了规避随机变量ε~而愿意放弃的最大财富数量。用符号可将这个

风险贴水

．．．．

（risk premium）表示为 

).~())~(( εεπ +=− wEAwA A  

上式左侧表示的是初始财富w减去 )~(επ A 之后的效用；上式右侧表示的是博彩ε~的期

望效用。自然可以说，A 比 B（总体上）更厌恶风险，如果 )~()~( επεπ BA > 对于所有财富水

平w都成立。 
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     如果我们想表达一个人比另一个人总体上更厌恶风险，我们应该选择上述三种方法中

的哪一种？似乎很难作出取舍。幸运地是，我们不需要作出选择：这三种方法是等价的！为

了证明这个结论，我们需要下列结果，这个结果在处理期望效用函数时非常有用。 

詹森不等式

．．．．．

（Jensen’s inequality）。令 X 表示一个非退化的（nondegenerate）随机变量， )(Xf

表示该随机变量的严格凹函数，则 )()( EXfXEf < 。 

证明。这个结论具有一般性，但我们将在可微的凹函数情形下证明这个结论，因为这么做最

容易。这样的函数具有下列性质：对于任何点 x 都有 ))(()()( xxxfxfxf −′+< 。令 X 表

示 X 的期望值，将前面的那个式子的两边取期望值，可得 

)()()()()( XfXXEXfXfXEf =−′+< , 

由此可得 

)()()( EXfXfXEf =< .  ■ 

 

普拉特定理

．．．．．

（Pratt’s theorem）。令 )(wA 和 )(wB 表示财富w的两个期望效用函数，它们都

是可微的、递增的而且凹的函数，则下列性质是等价的。 

1）
)(
)(

)(
)(

wB

wB

wA

wA
′
′′

−>
′
′′

− 对于所有w成立。 

2） ))(()( wBGwA = 对于某些递增的严格凹函数G 成立。 

3） )~()~( επεπ BA > 对于 0~ =εE 的所有ε~成立。 

证明。 

（1）蕴涵（2）。将 )(BG 隐含地定义为 ))(()( wBGwA = 。该效用函数为单调函数的事实

意味着G 是定义清晰的——即，对于每个 B ， )(BG 是唯一的。现在对该定义微分两次可

得 

)()()( wBBGwA ′′=′  

).()()()()( 2 wBBGwBBGwA ′′′+′′′=′′  

由于 0)( >′ wA 和 0)( >′ wB ，上面第一个式子表明 0)( >′ BG 。将上面的第二个式子除以第

一个式子可得 

.
)(

)(
)(

)(

)(

)(

)(

wB

wB
wB

BG

BG

wA

wA
′
′′

+′
′
′′

=
′
′′

 

重新整理可得 

,0
)(

)(

)(

)(
)(

)(

)( <
′
′′

−
′
′′

=′
′
′′

wB

wB

wA

wA
wB

BG

BG
 

其中不等式的符号由（1）推知。这表明 0)( <′′ BG ，这正是我们想要的。 
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（2）蕴涵（3）。这可由下列的一系列式子推出： 

).(

))(()((

))~(()()(

B

B

A

wA

wBGiwEBG

wBEGiwEAwA

π
π

επ

−=
−=+<

+=+=−
 

上面的式子中，除了不等式之外，其余均根据风险贴水的定义推出；不等式是根据詹森不等

式推出。比较第一项和最后一项可知， .BA ππ >  

（3）蕴涵（1）。由于（3）对于所有均值为零的随机变量ε~都成立，它必然对于任意小的随

机变量成立。固定一个 i ，考虑 ti定义的随机变量族，其中 ]1,0[∈t 。令 )(tπ 表示风险贴水，

它是 t 的函数。在 0=t 附近的 )(tπ 的二阶泰勒序列展开式为 

2)0(
2
1

)0()0()( ttt ππππ ′′+′+≈                 （11.5） 

我们需要计算这个泰勒序列中的每一项，目的在于分析对于较小的 t ， )(tπ 的行为是怎样的。

)(tπ 的定义为 

).())(( tiwEAtwA +≡− π  

根据这个定义可知 0)0( =π 。将上式对 t 求导两次可得 

]~)~([)())(( εεππ twAEttwA +′=′−′−  

]~)~([)())(()())(( 22 εεππππ twAEttwAttwA +′′=′′−′−′−′′  

（有些读者可能对期望的微分不熟悉。但是求期望值只是求和或者求积分，因此它们的法则

相同：期望的导数等于导数的期望。） 

求上面第一个式子在 0=t 时的值，可得 0)0( =′π 。求上面第二个式子在 0=t 时的值，

可得 

2
2

)(
)(

(~)
)(

)0( σπ
wA

wA

A

iwAE
′
′′

−=
′
′′

−=′′  

其中

2σ 是ε~的方差。将这些导数值代入（11.5）可求得 )(tπ ： 

.
2)(

)(
00)( 2

2

t
wA

wA
t

σπ
′
′′

−+≈  

这意味着对于任意小的 t 值，风险贴水单调地取决于风险厌恶程度，这正是我们想要证明的

结果。■ 

 

例子：一个简单的投资组合问题的比较静态分析 

我们使用所学过的知识分析一个简单的两阶段投资组合问题，这个组合涉及两种资产，

一种是风险资产，另一种是无风险资产。由于风险资产的收益率是不确定的，我们用随机变

量 R
~
表示该收益率。 
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令w表示初始财富，令 0≥a 表示投资在风险资产上的钱数，预算约束表明投资在无风

险资产上的钱数为 aw − 。为方便起见，假设无风险资产的收益率为零。 

在这种情形下，第二阶段的财富为 

.
~

)
~

1(
~

wRaawRaW +=−++=  

注意，第二阶段的财富是个随机变量，这是因为 R
~
是个随机变量。投资 a 元在风险资产上

的期望效用可以写为 

),
~

()( RawEuav +=  

该期望效用关于a 的前两阶导数分别为 

.
~

)
~

()(

,
~

)
~

()(
2RRawuEav

RRawuEav

+′′=′′
+′=′

 

注意到风险厌恶意味着 )(av ′′ 处处为负，因此二阶条件自动满足。 

我们首先考虑边界解。求一阶导数在 0=a 的值，可得 REwuRwuEv
~

)(
~

)()0( ′=′=′ 。

由此可知，如果 0
~ ≤RE ， 0)0( ≤′v ；而且在严格风险厌恶的情形下， 0)( <′ av 对于所有

0>a 成立。因此 0=a 是最优的当且仅当 0≤ER 。也就是说，一个厌恶风险的人对风险资

产的投资钱数为零，当且仅当该风险资产的期望收益是非正的。 

相反，如果 0>ER ，由此可知 0
~

)()0( >′=′ REwuv ，因此投资者一般对风险资产的投

资钱数为正。最优投资钱数满足下列一阶条件 

,0
~

)
~

( =+′ RRawuE                           （11.6） 

上式要求财富的期望边际效用等于零。 

下面我们对该选择问题进行比较静态分析。首先我们分析当w变化时 a 如何变化。令

)(wa 表示a 的最优值，它是w的函数；这等价于要求满足下列一阶条件 

.0
~

)
~

)(( ≡+′ RRwawuE  

上式对w求导可得 

,0]
~

)(1[
~

)
~

( ≡′++′′ RwaRRawuE  

.~
)

~
(

~
)

~
(

)(
2RRawuE

RRawuE
wa

+′′
+′′

−=′  

和往常一样，分母是负的，这由二阶条件可知，因此我们知道 

)(wa′ 的符号与 RRawuE
~

)
~

( +′′ 的符号相同. 

RRawuE
~

)
~

( +′′ 为正还是负并不明显。然而，可以证明它由绝对风险厌恶 )(wr 的行为

决定。 
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风险厌恶

．．．．

。 RRawuE
~

)
~

( +′′ 为正、负或零，当 )(wr 为w的递增、递减或不变的函数。 

证明。我们选择证明 0)( <′ wr 蕴涵 0
~

)
~

( >+′′ RRawuE ，因为这是最合理的情形。其

他情形的证明是类似的。 

    首先考虑 0
~ >R 的情形。在这种情形下我们有 

),(
)

~
(

)
~

(
)

~
( wr

Rawu

Rawu
Rawr <

+′
+′′

−=+  

将上式变形可得 

).
~

()()
~

( RawuwrRawu +′−>+′′                （11.7） 

由于 0
~ >R ， 

.
~

)
~

()(
~

)
~

( RRawuwrRRawu +′−>+′′              （11.8） 

现在考虑 0
~ <R 的情形。检查（11.7）式，我们可知绝对风险厌恶递减意味着 

).
~

()()
~

( RawuwrRawu +′−<+′′  

由于 0
~ <R ， 

.
~

)
~

()(
~

)
~

( RRawuwrRRawu +′−>+′′  

将该式与（11.8）比较可知，（11.8）对于 0
~ >R 和 0

~ <R 必然都成立。因此，对于所有的 R
~

取期望可得 

,0
~

)
~

()(
~

)
~

( =+′−>+′′ RRawuwrRRawu  

其中最后一个等式是根据一阶条件推导出。■ 

这个引理给出了我们想要的结果：当风险厌恶函数为财富的递减、不变或递增函数时，

对风险资产的投资额是增加、不变或减少的。 

下面我们转而分析当收益的概率分布变化时，对风险资产的需求如何变化。随机收益

率移动可用 Rh
~

)1( + 进行参数化表示，其中h 是一个移动变量。当 0=h 时，就是原来的随

机变量；如果 0>h ，这表示每个已实现的收益比以前相应的收益高了h 个百分点。 

在（11.6）式中用 Rh
~

)1( + 代替R
~
，并将该式的两侧同时除以 )1( h+ 可得 

.0
~

)
~

)1(( =++′ RRhawuE                    （11.9） 

我们可以对这个式子再对h 微分一次，并分析出它的符号。但是还有一种更简单的方法能看

清当 h 变化时 a 是如何变化的。令 )(ha 表示风险资产的需求，它是 h 的函数。我们可以断

言 

.
1

)0(
)(

h

a
ha

+
=  
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将这个表达式代入一阶条件（11.9）式就可知道上述结论是成立的。 

直觉上，如果随机变量变为原来的 )1( h+ 倍，消费者就会相应减少持有的投资资产，

减少比例为 )1/(1 h+ ，这样就可以恰好恢复到随机变量移动前的收益模式。随机变量的这种

线性移动，消费者可相应调整自己的投资组合，从而将其完全抵消。 

随机变量的一个更有趣的移动，称为保留均值的伸展（mean-preserving spread）。这种

移动使得 R 的方差变大，但不会导致均值变动。这种变动的其中一种参数化表达方式是将

其写成 )
~

( RRhR −+ 。这个随机变量的期望值为 R ，但是方差为

22)1( Rh δ+ ，因此 h 的增

加不会使均值变动但却使方差变大。 

    我们也可以将这个表达式写为 RhRh −+ )1( 。这表明这样的保留均值的伸展，可以看

成将随机变量乘以 )1( h+ ，然后再减去 Rh 。根据前面的分析结果可知，随机变量乘以 )1( h+
使得需求按 )1( h+ 的比例下降，进一步减去财富之后使得需求下降得更多，当然前提是绝

对风险厌恶函数是减函数。因此，保留均值的扩展使得风险资产的投资额减少幅度超过了线

性减少幅度。 

 

例子：资产定价 

假设风险资产有很多种，但无风险资产只有一种。每种风险资产的随机总收益（random 

total return）为 iR
~
，其中 ni ,...,1= ；无风险资产的总收益为 0R 。（总收益R 等于 1加上收益

率；在上一节我们使用R 表示收益率，而在本节我们用它表示总收益。）消费者最初拥有财

富 w，对于资产 i 他选择的投资金额占财富的比例为 ix ，其中 ni ,...,1,0= 。因此，消费者

在第二阶段的财富——当随机收益实现时——将由下式给出 

i

n

i
iRxwW
~~

0
∑

=

=                              （11.10） 

我们假设消费者希望选择 )( ix 来使随机财富W
~
的期望效用最大化。 

这个最大化问题的预算约束为 1
0

=∑ =

n

i ix 。由于 ix 是消费者在第 i 种资产投资额占财富

w的比重，因此这些比重的和必然为 1.我们也可以将这个预算约束写为 

1
1

0 =+∑
=

n

i
ixx  

因此， ∑
=

−=
n

i
ixx

1
0 1 。将这个式子代入（11.10）并且经整理可得 

.)
~

(
~

)1(
~~

0
1

0
1

0
11

00 






 −+=






 +−=






 += ∑∑∑∑
====

RRxRwRxRxwRxRxwW i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

n

i
i  

 

将预算约束这样变形之后，我们就得到了一个无约束的最大化问题 
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).)
~

((max 0
1

0
,...,1








 −+∑
=

RRxRwEu i

n

i
i

xx n

 

将目标函数对 ix 求导可得到一阶条件 

,0)
~

)(
~

( 0 =−′ RRWuE i  

其中 ni ,...,1= 。注意到这个式子在本质上和前一节推导出的式子是相同的。 

这个式子也可以写为 

).
~

(
~

)
~

( 0 WuERRWuE i ′=′  

使用随机变量协方差的恒等式 EXEYEXYYX −=),cov( ，我们可以将这个式子写为 

),
~

()
~

(
~

)
~

),
~

(cov( 0 WuERWuERERWu ii ′=′+′  

整理可得 

).
~

),
~

(cov(
)

~
(

1~
0 ii RWu

WuE
RRE ′

′
−=              （11.11） 

这个式子是说，任何资产的期望收益可以写成两部分之和：一是无风险收益；二是风

险贴水。风险贴水取决于财富的边际效用与资产收益之间的协方差。（注意这里的风险贴水

概念和我们证明普拉特定理时用到的风险贴水概念是不一样的。不幸的是，它们的名字是一

样的。） 

考虑某种资产，它的收益与财富正相关。由于风险厌恶意味着财富的边际效用随着财

富的增加而递减，由此可推知，这样的资产将和边际效用负相关。因此，为了补偿风险，这

样的资产的期望收益率必然高于无风险资产的收益率。 

另一方面，某资产如果和财富是负相关的，则它的期望收益率小于无风险收率率。在

直觉上，某资产和财富负相关，则该资产对于减少风险来说具有特别重要的价值，因此人们

为了持有这样的资产，愿意牺牲期望收益。 

 

11.7相对风险厌恶 

    考虑一个财富为w的消费者，假设我们提供给消费者下列的博彩形式：在 p 概率下他

可得到他当前财富的百分之 x ；在 p−1 概率下他可得到他当前财富的百分之 y 。如果消费

者使用期望效用评价彩票，上述彩票的效用将为 

).()1()( ywupxwpu −+  

注意，这个多重的博彩的结构和前面分析过的可加性博彩的结构不同。然而，这类相对博彩

经常在经济问题中出现。例如，投资的收益通常表达为相对于投资水平来说。 

和以前一样，我们也可以问：给定一定的财富水平，一个消费者在什么条件下才愿意

比另一个消费者接受更多的较小相对博彩。回顾前面使用过的类似分析，我们发现合适的度

量是阿罗

．．

-

．

普拉特的相对风险厌恶度量

．．．．．．．．．．．．

（Arrow-Pratt measure of relative risk aversion）: 
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.
)(

)(
wu

wwu
′

′′
−=ρ  

我们对绝对和相对风险厌恶如何随财富的变化而变化感兴趣。自然我们可以假设绝对

风险厌恶是随着财富的增加而下降的：当你变得更富有时，你可能愿意接受赌博额更大的赌

博。相对风险厌恶的行为有些问题；随着你的财富增加，你是更愿意还是更不愿意失去某个

既定份额的财富呢？假设相对风险厌恶程度不变，这可能是个不错的假设，至少当财富小额

变化时，这样的假设是合理的。 

 

例子：均值-方差效用 

一般来说，一个博彩的期望效用取决于所有结果的整个的概率分布。然而，在某些情形

下，博彩的期望效用仅取决于分布的某些概述性质的统计量（summary statistics）。最常见的

例子是均值

．．

-

．

方差效用函数

．．．．．．

（mean-variance utility function）。 

例如，假设期望效用函数是二次型的，因此

2)( bwwwu −= 。于是期望效用为 

.)( 222
wbwbwbEwEwwEu σ−−=−=  

因此，这种博彩的期望效用只是财富的均值和方差的函数。 

不幸的是，二次型效用函数具有人们不喜欢的性质：在某些区间，它是财富的减函数，

而且它表现出递增的绝对风险厌恶。 

在一个更有用的情形下，均值-方差分析也是合理的，这就是财富是正态分布的情形。

我们都知道正态随机变量可完全由均值和方差刻画；因此，在正态分布的随机变量中的选择

问题简化为对它们均值和方差的比较。 

我们也对一种特别的情形感兴趣，这就是消费者的效用函数具有

rwewu −−=)( 的形式。

可以证明这种效用函数具有绝对风险厌恶程度不变的性质。而且，当财富是正态分布时 

]2/[ 2

)()( wrwrrw edwwfewEu σ−−− −=−= ∫  

（积分时，可以进行配方，或者注意到这个积分就是找到正态分布的矩母函数（moment 

generating function）。）注意，期望效用关于 2/2
wrw σ− 是递增的。这意味着我们可以对该

期望效用函数进行单调转换，并且使用效用函数

22

2
),( ww

r
wwu σσ −= 计算财富的分布。这

个效用函数非常方便，因为它对财富的均值和方差是线性的。 

 

11.8依赖于状态的效用 

我们分析消费者在不确定环境下的选择决策时，一开始我们假设奖品只是抽象的商品

束；后来我们专注于只具有货币结果的彩票的分析。然而，这样做有一定的缺陷。毕竟，一

元钱的价值取决于当前商品的价格；因此金钱博彩结果的完整描述，不仅应该包括每种结果

下能得到的钱数，还应该包括每种结果下的当前价格水平。 
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一般来说，某商品的有用性取决于它所处的自然状态

．．．．

（state of nature）。对于消费者来

说时，雨天的雨伞和晴天的雨伞似乎是大不相同的。这样的例子说明，在某些选择问题中，

有必要区分商品所处的自然状态。 

例如，假设有两种自然状态，炎热和寒冷，我们分别用h 和 c表示这两种状态。令 hx 表

示天气炎热状态下分发的冰淇淋数量， cx 表示寒冷状态下分发的冰淇淋数量。如果天气炎

热的概率为 p ，我们可以将这种特别的彩票写为 ),()1(),( ch xcupxhpu −+ 。此处分发的商

品束在一种状态下为“天热和 hx 单位冰淇淋”，在另外一种状态下为“天冷和 cx 单位冰淇淋”。 

更正式的例子是健康保险。钱的价值取决于你的健康状态——如果你处于昏迷状态，

一百万元对你来说价值多少？在这种情形下，我们可将效用函数写为 ),( hmhu ，其中h 是健

康状况的指标， m 表示钱数。这些情形下的效用函数都是取决于状态的效用函数

．．．．．．．．．．

（state-dependent utility functions）。这样的效用函数只是说，消费者对于商品的偏好取决于

商品所处的自然状态。 

 

11.9主观概率理论 

在期望效用理论的讨论中，我们对进入期望效用函数的“概率”的本质有些含糊其辞。

最简单的解释是他们是“主观”概率——比如基于观测到的频率基础之上的概率计算。不幸

的是，大多数选择问题涉及的是主观概率

．．．．

（subjective probabilities）:某个既定的人对某事

件发生可能性的预期。 

在期望效用理论情形下，我们曾关注消费者选择行为的什么样的公理假设，将蕴涵代

表行为的期望效用函数的存在。类似地，我们想知道消费者选择行为的什么样公理，可以推

断主观概率的存在性问题；也就是说，可以将消费者的选择行为看成如下的情形：他使用某

些主观期望测度方法测度期望效用，并根据期望效用评估博彩。 

幸运的是，这样的公理是存在的而且是相当合理的。主观概率的构造方法类似期望效

用函数的构造方法。我们已经知道某个博彩 x 的效用可按下列方法构造：选择数 )(xu 使得 

.))(1()(~ wxubxux �� −⊕  

假设我们想确定某个消费者对于某天将下雨的主观概率预期。于是我们可以询问在什

么样的概率下，他在下列两个事件之间无差异：一是博彩 wpbp �� )1( −⊕ ；二是“若下

雨则得到b 元，否则得到w元”。 

更正式地，令E 为某个事件，令 )(Ep 表示该事件发生的（主观）概率。我们将事件 E
发生的主观概率定义为:数 )(Ep ，它需要满足 

~))(1()( wEpbEp �� −⊕ 若 E 发生则得到b 元否则得到w元. 

    可以证明，在某些正则性（regularity）假设下，上述方法定义出的主观概率具有普通客

观概率的所有性质。特别地，它们遵循条件概率计算的常用法则。这对经济行为有着一些有

用的应用。 

我们将简要分析其中一种应用。令 )(Hp 表示某消费者对于某个特定假设为真的主观概
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率，E 是表明H 为真的某个事件。一个理性人如何根据E 调整他的概率预期？也就是说，

在事件E 发生的条件下，H 为真的概率为多大？ 

我们可以写出事件E 发生和H 为真的联合概率 

).()()()(),( HpHEpEpEHpEHp ==  

将上式右侧整理可得 

( ) ( )
( ) .

( )

p E H p H
p H E

p E
=  

这是贝叶斯法则的一种形式，它将先验概率 ( )p H 和后验概率联系起来。先验概率是在观察

到证据之前假设为真的概率；后验概率是在观测到证据之后假设为真的概率。 

贝叶斯法则是直接从条件概率的简单运算中推导出的。如果某个人的行为满足的限制

足以保证主观概率的存在，这些概率必定满足贝叶斯法则。贝叶斯法则非常重要，因为它表

明了一个理性人在看到证据的情形下应该如何更新自己的概率，因此这个法则是多大多理性

学习行为（rational learning behavior）模型的基础。 

因此，效用函数和主观概率都可以从观测到的选择行为中构建，只要观测到的选择行

为满足某些在直觉上合理的公理。然而，我们应该强调，尽管这些公理在直觉上是合理的，

但这并不意味着它们就是个人实际行为的准确描述。这个决定必须依据于实证证据。 

 

例子：阿莱悖论（Allais paradox）和埃尔斯伯格悖论（Ellsberg paradox） 

期望效用理论和主观概率理论是受理性行为启发而构建出的。期望效用理论背后的公

理似乎是合理的，我们用于构建主观概率理论的公理似乎也是合理的。 

不幸的是，现实生活中的个人行为似乎违背了某些公理。此处我们介绍两个著名的例

子。 

 

阿莱悖论 

   你要在下面两个赌博中做出选择： 

赌博 A：赢得 100万元的机率为 100%。 

赌博 B：赢得 500万元的机率为 10%，赢得 100万元的机率为 89%，赢得零万元的机率为

1%。 

   在进一步阅读下面的内容之前，请先选择一个赌博（A 或 B），把它写在纸上。现在考虑

下面两个赌博： 

赌博 C：赢得 100万元的机率为 11%，赢得零万元的机率为 89%。 

赌博 D：赢得 500万元的机率为 10%，赢得零万元的机率为 90%。 

   再次选择一个赌博（C或 D），并将它记在纸上。 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 179 

   很多人偏好 A 胜于 B，偏好 D 胜于 C。然而，这些选择违背了期望效用公理！为了看清

这一点，只要将 A B
−
≻ 蕴涵的期望效用关系写出即可： 

(1) 0.1 (5) 0.89(1) 0.01 (0)u u u> + +  

将上式变形可得 

0.11 (1) 0.1 (5) 0.01 (0)u u u> +  

再在上式两侧同时加上0.89 (0)u 可得 

0.11 (1) 0.89 (0) 0.1 (5) 0.90 (0)u u u u+ > + . 

这意味着，根据期望效用最大化，博弈 C 必定好于 D。但在现实中，大多人偏好 D 胜于 C，

所以违背了期望效用公理。 

 

埃尔斯伯格悖论 

埃尔斯伯格悖论和主观概率理论有关。你要在一个壶中摸出一个球。已知该壶一共装

有 300个小球，其中 100个为红色的，另外 200个要么是蓝色的要么是绿色的。 

赌博 A：如果你摸出的球是红的，你得到 1000元。 

赌博 B：如果你摸出的求是蓝的，你得到 1000元。 

在纸上记下你的选择（A 或 B）。现在考虑下面的赌博： 

赌博 C：如果你摸出的球不是红的，你得到 1000元。 

赌博 D：如果你摸出的球不是蓝色的，你得到 1000元。 

再次在纸上记下你的选择（C或 D）。 

人们通常严格偏好 A 胜于 B，严格偏好 C 胜于 D。但是这些偏好违背了标准的主观概

率理论。为了看清这一点，令R 表示球是红色的这个事件，令 R¬ 表示球为非红的事件，令

B 表示球是蓝色的这个事件，令 B¬ 表示球为非蓝的事件。根据概率常识， 

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )

p R p R

p B p B

= − ¬
= − ¬

                          （11.12） 

为简单起见，将 (0)u 标准化为0，即 (0) 0u = 。于是，如果 A 比 B 更受偏好，我们必

定有 ( ) (1000) ( ) (1000)p R u p B u> ，由此可知 

( ) ( )p R p B> .                         （11.13） 

如果 C 比 D 更受偏好，我们必定有 ( ) (1000) ( ) ( 1000)p R u p B u¬ > ¬ ，由此可知 

( ) ( )p R p B¬ > ¬ .                     （11.14） 

然而，容易看出（11.2）式、（11.13）式和（11.4）式是不一致的。 

埃尔斯伯格悖论出现的原因似乎是人们认为赌红球比赌篮球更“安全”一些。 
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    阿莱悖论和埃尔斯伯格悖论重要吗？经济学家对此看法不一。有些经济学家认为需要为

这些反常现象构建新的模型来描述人们的行为。另外一些经济学家认为这些悖论类似于“视

觉错觉”。尽管人们在某些情形下不能很好地判断距离，但这并不意味着我们必须发明新的

距离概念。（本章结束）■ 

 

注释 

    期望效用理论源于 Neuman and Morgenstern(1944)。我们此处对期望效用理论的处理采

用的是 Herstein and Milnor(1953)的方法。风险厌恶的衡量归功于 Arrow(1970) 和 Pratt

（1964）。我们此处对风险厌恶衡量的处理采用的是 Yaari（1969）的方法。期望效用理论一

般化的近期研究综述，可参见 Machina（1982）。我们对主观概率理论的简短介绍是基于

Ansombe and Aumann(1963)。 

 

习题 

11.1证明为了避免参加方差为v的小赌博，一个人愿意付出的钱数大约为 ( ) / 2r w v 。 

11.2如果风险厌恶度为常数，期望效用函数是什么样的？如果相对风险厌恶度是常数呢？ 

11.3如果对风险资产的投资和财富数量无关，那么期望效用函数是什么样的？ 

11.4考虑二次（quadratic）期望效用函数的情形。证明在某个财富水平上，边际效用是递减

的。更重要的是，证明绝对风险厌恶度在任何财富水平上都是递增的。 

11.5 一枚硬币落地时正面向上的概率为 p 。有人邀请你参加下面这样的赌博：如果第 j 次

投掷硬币时，硬币落地后才首次出现正面，那么你将得到2 j
元。 

  （a）当 1/ 2p = 时，这个赌博的期望价值为多少？ 

  （b）假设你的期望效用函数为 ( ) lnu x x= 。求这个赌博带给你的效用表达式，这是一个

求和式。 

  （c）求（b）中表达式的值。（这要求你掌握一定的求和公式。） 

  （d）令 0w 表示一笔钱数，这笔钱带给你的效用和你参加这个赌博的效用是一样的。求 0w 。 

11.6 西野加奈（Esperanza）从他五岁起就是个期望效用最大化者。由于他在一所保守的英

国寄宿学校上学，他的效用函数u 是严格递增的和严格凹的。现在，已经 30岁左右的他正

打算评估某个风险资产，该资产的随机结果R 是正态分布的（其中均值为µ ，方差为

2σ ）。

因此，它的密度函数为 

2
1 1

( ) exp
22

r
f r

µ
σσ π

 −  = −  
   
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  （a）证明西野加奈从 R 得到的期望效用是一个仅关于 µ 和

2σ 的函数。因此，证明

2[ ( )] ( , )E u R φ µ σ= 。 

  （b）证明 ( )φ ⋅ 关于µ 递增。 

  （c）证明 ( )φ ⋅ 关于

2σ 递减。 

11.7 令 1R 和 2R 分别表示两种风险资产的随机报酬。假设 1R 和 2R 是独立的而且具有相同的

分布。证明一个期望效用最大者如果是厌恶风险的，那么他将会把他的财产分配在这两种风

险资产上；如果他喜欢风险，他会将他的所有财产全部用于投资其中一种风险资产。 

11.8假设某个消费者面对两种风险，在这两种风险中只有一种可以消除。令 1w w=ɶ 和 2w w=ɶ
的概率分别为 p 和1 p− 。令 0ε =ɶ 若 2w w=ɶ ；如果 1w w=ɶ ，则 1ε ε=ɶ 和 2ε ε=ɶ 的概率分别

为 1/2。现在定义εɶ的风险贴水 uπ 满足 

[ ] [ ]( ) ( )uE u w E u wπ ε− = + ɶɶ ɶ                          （*） 

  （a）证明如果εɶ足够小，那么 

2
1

1 2

1
( )

2
( ) (1 ) ( )u

pu w

pu w p u w

ε
π

′′−
≈

′ ′+ −
. 

[提示：对（*）式两侧取泰勒适当阶数的展开式——左侧取一阶，右侧取二阶。] 

  （b）令 ( ) awu w e−= − 和 ( ) bwv w e−= − 。计算u 和v的阿罗-普拉特度量。 

  （c）假设a b> 。证明如果 1p < 那么存在足够大的 1 2( )w w− 使得 v uπ π> 。对于风险只

能部分降低的问题，上述结果意味着阿罗-普拉特度量还有用吗？ 

11.9某个人的期望效用函数为 ( )u w w= 。他的初始财富为 4 元。他有一张彩票，这张彩

票值 12元和 0元的概率分别为 1/2。求他的期望效用。求他卖掉彩票的最低价格 p 。 

11.10某个消费者的期望效用函数为 ( ) lnu w w= 。他受邀参加投掷硬币的赌博，已知硬币正

面向上的概率为π 。如果他赌注 x 元，那么若正面向上他将得到w x+ 元，如果反面向上他

将得到w x− 元。请将 x 的最优值表示为π 的函数。当 1/ 2π = 时， x 的最优值为多少？ 

11.11某个消费者的期望效用函数为 ( ) 1/u w w= − 。他受邀参加一个赌博，在该赌博之下，

他的财富为 1w 和 2w 的概率分别为 p 和1 p− 。他现在的财富水平为多少时正好能使得他在

下列两个选择之间无差异：一是保留当前财产（不参加赌博）；二是参加赌博。 

11.12 某个人关心他在下一期的货币收益，已知下一期可能发生的自然状态为 1,...,s S= 。

用 sx 表示他在状态 s 下的货币收益，状态 s 发生的概率为 sp 。假设此人为了使得收益的贴

现期望值最大化，他将选择 1( ,..., )sx x x= 。贴现因子记为α ，即 1/ (1 )rα = + ，其中 r 为

贴现率。可行收益集用 X 表示，我们假设这个集合非空。 

  （a）写出此人的最大化问题。 

  （b）定义 ( , )v p α 为此人在概率 1( ,..., )sp p p= 和贴现因子α 之下能实现的最大贴现期
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望值。证明 ( , )v p α 关于α 是一次齐次的。（提示： ( , )v p α 和你见过的什么函数看起来相

似？） 

  （c）证明 ( , )v p α 是 p 的凸函数。 

  （d）假设对于各种 p 和α 值，你能观察到任意大次数的关于 x 的选择。集合 X 应该具

有什么性质，才能从上述观测到的选择行为将其还原？ 
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12计量经济 
 

在前面几章，我们分析了各种最优化行为的模型。在本章，我们将阐述如何使用在前面

几章得出的理论思想，以帮助我们评估可能由这些最优化行为产生的各种关系。 

理论分析和计量经济分析之间的互动表现在几个方面。首先，我们可使用理论推导出在

经济上可进行检验的假设。其次，理论可以指导我们对模型参数进行更合理的估计。第三，

理论可以帮助我们确定模型中的结构关系，从而可以导致更合适的估计。最后，理论可以帮

助我们确定用于估计的合理方程形式。 

 

12.1最优化假设 

我们已经知道，最优化选择模型对可观测到的行为施加了某些限制。这些限制可用几

种方法进行表达：1）代数关系，例如利润最大化弱公理（WAPM），成本最小化弱公理

（WACM），显示偏好的广义公理（GARP）等；2）导数关系，例如某些替代矩阵的条件是，

这些矩阵必须是对称的而且是正半定或负半定的；3）对偶关系，例如利润必定是价格的凹

函数这个事实。 

最大化模型蕴涵的条件比较重要，原因有两个。一是，它们可以允许我们检验最大化

行为的模型。如果数据不满足我们想使用的模型蕴涵的假设，那么一般来说这样的模型不适

合用来描述可观测到的行为。 

二是，这些条件允许我们更准确估计我们的模型。如果我们发现最优化施加的理论限

制与某一特定数据集不矛盾，我们会试图重新估计我们的模型，以便要求这样的估计满足最

优化蕴涵的限制。 

例如，假设我们的最优化模型意味着某个参数a等于零。首先，我们想要验证这个限制，

看看估计值α 是否显著不为零。如果这个参数不是显著不等于零，我们可以接受 0=a 的假

设，并且根据这个假设重新估计我们的模型。如果这个假设为真，对该系统内的其他参数的

第二个估计集的估计就较准确。 

当然，如果这个假设是错误的。重新估计的程序就不再是合适的。我们对估计的信心在

某种程度上取决于我们对于最优化限制初始测试施加的信心。 

 

12.2最优化行为的非参数估计 

如果我们获得关于企业选择的一组观测数据，我们可以直接检验前几章介绍的利润最

大化弱公理和/或成本最小化弱公理的不等式。如果我们获得的是消费者选择的数据，类似

显示偏好广义公理的条件的检验要稍微困难些。这些条件可以让我们判断我们获得的数据是
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否是最优化行为产生的。 

这些不等式条件容易检验；我们只要看看我们得到的数据是否满足某些不等式关系。

如果我们观测到某个不等式被违背，我们就可以拒绝最优化模型。例如，假设我们得到一个

企业选择的几套数据，这些数据是不同价格向量下企业的净产出： ),( tt yp ，其中 .,...,1 Tt =

假设我们对该企业是否在竞争环境下最大化其利润感兴趣。我们知道利润最大化蕴涵利润最

大化弱公理：

sstt ypyp ≥ 对于所有 s和 t成立。检验这个弱公理只要检验这些 2T 个不等式

是否成立即可。 

在这个框架下，只要有一组观测数据使得

sstt ypyp < 成立，我们就可以拒绝利润最大

化模型。但是这个要求可能过于严格。一般来说我们真正关注的不是某个企业是否正好使得

它的利润最大化，而是关注它的行为是否能由利润最大化模型合理刻画。通常，我们不仅想

知道这个企业是否实现了利润最大化，还想知道如果未能实现，它离最大化的差距是多大。

如果这个差距很小，我们仍然可以接受该企业“几乎”是利润最大化者的理论。 

    有种方法可以很自然地衡量利润最大化弱公理的被违背程度，这个方法称为“残差

（residuals）” }{max ttst
st ypypR −= 。残差 tR 衡量如果企业在观测期 t作出与原来不同的

选择将能多赚取多少利润。这个残差可以合理地衡量企业行为偏离利润最大化行为的程度。

如果 tR 的平均值较小，那么该企业的行为“几乎”为最优化行为。 

 

12.3最优化行为的参数估计 

上面介绍的非参数检验是最优化的“精确”检验，它们是数据与最优化模型相一致的

必要和充分条件。然而，经济学家经常对下列问题感兴趣：某种特定的参数形式是否是潜在

的生产函数或效用函数的合理近似？ 

回答上述问题的一种方法是使用回归分析，或者使用更精细的统计技巧，来估计某个

函数形式的参数，并且检验我们是否满足最优化模型施加的限制。例如，假设我们观测到 k

种商品的价格和选择。柯布-道格拉斯效用函数意味着商品 i的需求函数是收入与其价格之比
的线性函数： iii pmax /= ，其中 .,...,1 ki =  

需求数据不可能恰好是 ipm / 的线性函数，因此我们要增添一个误差项来代表衡量误

差、错定(misspecification)和遗漏的变量等等。使用 iε 表示第 i个式子的误差项，我们就得到

了回归方程 

.,...,1 ki
p

m
ax i

i
ii =+= ε                    (12.1) 

从这个最大化模型可知 .1
1

=∑ =

k

i ia 我们可以估计（12.1）描述的模型中的参数，看看

它们是否满足这个限制。如果满足，说明函数可能是柯布-道格拉斯形式；如果估计出的参

数不满足这个限制，那么说明函数可能不是柯布-道格拉斯形式的。 
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    如果我们使用更精细的函数形式，我们就得到一组更为复杂的可检验的限制。我们在学

习消费者行为理论时已经知道，最大化行为施加的基本的限制是替代矩阵必定是负半定的。

这个条件施加了一些交叉方程限制，这些限制可用标准假设检验程序进行检验。 

 

12.4施加最优化限制 

如果我们的统计检验没有拒绝某种特定的参数限制，我们希望重新估计对估计程序施

加这些限制的模型。仍使用前面的例子，（12.1）描述的柯布-道格拉斯方程组意味着

.1
1

=∑ =

k

i ia 我们希望检验施加这个限制的参数组 )( ia 是否满足这个假设。如果这个假设为

真，那么我们进行的估计一般比无约束的估计的结果要好。 

最优化模型通常不仅对误差项施加限制，也对参数施加限制。例如，这个理论模型施

加的另外一个限制是 .),(
1

mmpxp i

k

i i =∑ =
一般来说，我们观测到的选择满足 mxp i

k

i i =∑ =1

这个限制。如果的确如此，（12.1）意味着 

.
1 11
∑ ∑∑

= ==

+==
k

i

k

i
iii

k

i
ii pmpmxp ε  

如果我们想在 1
1

=∑ =

k

i ia 的限制下估计我们的方程组，我们也希望它们满足 .0
1

=∑ = i

k

i ip ε

也就是说，这 k个误差项必然与价格向量是正交的。 

 

12.5最优化模型的拟合度 

上一节简要介绍的参数检验，描述了如何在统计上检验观测到的选择是否由某个特定

参数形式的最优化模型产生的。这样的检验是非常“敏感的”（sharp），因为我们要么拒绝

最优行为的假设，要么接受。但在很多情形下，进行拟合度（goodness-of-fit）测度更为合

适：观测到的选择与最优化选择的接近程度。 

为了回答这个问题，我们需要对“接近”这个词进行准确定义。在利润最大化的非参

数分析中，我们已经知道，一种合理的测度方法是如果企业另行选择，它能额外赚取多少利

润。这个思想的应用性比较广泛：拟合度的一种测度方法是看看经济人离最优化规定的目标

函数的距离有多远。 

在分析企业行为的情形下，可以直接计算这种测度。如果我们的假设是利润最大化或

成本最小化我们可将最佳拟合最优化模型与实际选择进行比较，计算利润损失或成本的增加

额。如果这种方法应用于效用最大化，则结果更为微妙。 

假设我们使用柯布-道格拉斯类型的函数来考察消费者的选择行为。如果最优拟合柯布-

道格拉斯效用函数可用参数 ˆ( )ia 描述，我们可以使用估计出的效用函数计算最优选择的效

用，并将其与实际选择的效用进行比较。 
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这种衡量方法的问题在于，效用函数的单位是任意的。到底哪个函数最“接近”实际

情形，我们并不是很清楚。这个问题的解决之道是在计算拟合度时使用特殊的效用函数。此

处的一个自然而然的选择是使用货币制效用函数或称为用货币度量的效用函数（详见第 7

章）。货币制效用函数用货币单位衡量能够：在某个既定的价格向量下，为了使消费者的效

用和他消费商品束 x的效用相同，他需要多少钱。 

下面我们看看如何使用货币制的效用函数构造优秀的拟合。假设我们观测到某组数据

( , )t tp x ，其中 1,...,t T= 。我们假设消费者打算最大化的是效用函数 ( , )u x β ，其中β 是一
个未知参数（或一组未知参数）。给定 ( , )u x β ，我们就可以使用标准的最优化技术来构建货

币制效用函数 ( , , )m p x β 。 

我们使用选择数据来估计能最准确描述观测到的选择行为的效用函数
ˆ( , )u x β 。判断这

个效用函数拟合程度的一种方法是计算 t“残差”（residuals） 

ˆ( , , )t t
t

t t

m p x
G

p x

β= . 

这里的

tG 衡量的是与消费者实际花费的钱数相比，他为了得到效用 ˆ( , )tu x β 而必需的最小

钱数。这自然可用效率术语解释：如果

tG 的平均值为G，那么我们可以说，在平均意义上，
消费者的选择行为具有 (100 )%G 的效率。 

    如果消费者完全实现了效用函数 ˆ( , )u x β 的最大化，那么G将等于 1，也就是说消费者

的选择行为具有 100%的效率。如果G等于 0.95，则消费者的选择行为具有 95%的效率，以

此类推。 

 

12.6结构模型与简化形模型 

    假设我们的某个理论表明，一些变量之间存在着某种关系。一般来说，我们的模型中存

在着两类变量。一类称为内生变量（endogenous variables），外生变量的值由我们的模型决

定；另一类称为外生变量（exogenous variables），外生变量的值是由模型以外的因素事先决

定。例如，在我们的利润最大化行为模型中，价格和技术是外生变量，要素选择是内生变量。 

例如，考虑一个简单的需求和供给系统： 

0 1 2 1 1

0 1 2 2 2

D a a p a z

S b b p b z

D S

ε
ε

= − + +
= − + +
=

                       （12.2） 

这里的 D 和 S分别表示某种商品的需求和供给，它们都是内生变量；P是商品的价格，也

是内生变量； ( )ia 和 ( )ib 是参数； 1z 和 2z 是影响需求和供给的其他外生变量。变量 1ε 和 2ε

是误差项。（12.2）是个结构性系统。 

我们可以求解结构系统，使得内生变量 p可以表示为外生变量的函数： 
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0 0 2 2 2 1
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

a b a b
p z z

a b a b a b a b

ε ε− −= + − +
+ + + +

             （12.3） 

这称为该系统的简化

．．

形

．

（reduced form）。 

简化形的模型通常容易估计。在上述需求供给模型的例子中，我们估计下列回归方程

即可： 

0 1 1 2 2 3.p p z zβ β ε= + + +  

参数 ( )iβ 是关于参数 ( , )i ia b 的函数，但一般不可能从简化形方程的参数 iβ 还原出原来结构
方程的参数 ( , )i ia b 。简化形参数可用于预测当外生变量变化时，均衡价格将如何变化。这

在某些情形下比较有用。 

但对于另外一些情形，我们有必要估计结构参数。例如，假设我们想估计的是下列情

形：政府对商品征税后，均衡市场价格将如何变化？结构模型（12.2）表明，商品供给者得

到的均衡价格 sp 应该为税收的线性函数： 

0 0 2 2 1
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

a b a b b
p z z t

a b a b a b a b

−= + − −
+ + + +

.                (12.4) 

如果我们有很多数据，这些数据是关于税的不同选择和供给者得到的相应价格。那么我们就

可以估计如（12.4）描述的简化形方程。但是，如果我们没有这样的数据，就无法估计这样

的简化方程。为了预测均衡价格对税收的反应，我们应该知道结构参数 1 1 1/ ( )b a b+ 。类似

（12.3）式中的简化形参数无法提供足够的信息来回答这个问题。 

这意味着我们必须想出估计类似（12.2）的结构方程系统的方法。最简单的方法似乎就

是使用普通最小二乘法（ordinary least squares, OLS）回归技术，分别估计需求方程和供给

方程。这种方法能提供可接受的参数估计吗？ 

我们从统计学知识知道，如果某些假设条件得以满足，OLS方法具有让人满意的性质。

其中一个特别的假设是，回归方程右侧的变量不能和误差项相关。 

然而，我们的问题显然不满足上述这个假设。从（12.3）式很容易看出，变量 p取决于

误差项 1ε 和 2ε 。可以证明，这种依赖性通常将导致参数的有偏估计。 

为了估计结构方程系统，我们一般需求更复杂的估计技术，例如量阶段最小二乘法或

者各种最大似然技术。在估计涉及方程组的问题时，这些方法通常比 OLS法具有更好的统

计性质。 

    在上面介绍的需求供给例子中，变量之间的理论上的关系意味着某些估计方法比另外的

估计方法更合适。事实上，情形通常如此；计量经济学的艺术之一就是用理论指导统计方法

的选择。我们将在下一节继续分析这一问题。 
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12.7估计技术关系 

    假设我们想估计一个简单的柯布-道格拉斯生产函数的参数。为了更具体一些，假设我

们有农场的样本，农场 i的玉米产量 iC ，取决于种植的玉米数量 iK 和玉米生长期的晴天天

数 iS 。我们暂时假设影响玉米产量的变量只有这两个。 

我们假设生产关系由柯布-道格拉斯生产函数 1a a
i i iC K S −= 所给出。取对数，我们可以将

产出和投入的关系写为 

log log (1 ) logi i iC a K a S= + −                   （12.5） 

假设农场主在制定种植决策时无法观测到晴天天数。而且，计量经济学家没有每个农场的晴

天天数数据。因此，计量经济学家将（12.5）视为下列形式的回归模型 

log logi i iC a K ε= +                          （12.6） 

其中 iε 是“误差项” (1 ) log ia S− 。 

计量经济理论告诉我们，如果 log iK 和 iε 是不相关的，则 OLS能比较准确地估计出参

数 a。如果农场主们在选择 iK 时没有观测到 log i iS ε= ，那么他们的选择不可能受其影响。

因此，在这种情形下，这是个合理假设，从而 OLS是合适的估计方法。 

下面我们再举个例子，在个例子中，OLS 不再是个好的估计方法。现在假设生产关系

也取决于每个农场土地的质量，因此

1a a
i i i iC Q K S −= ，或者 

log log log (1 ) log .i i i iC Q a K a S= + + −  

和前面的情形一样，我们假设计量经济学家和农场主都观测不到 iS 。然而，我们假设农场

主能观测到 iQ 而计量经济学家不能。现在如果我们估计（12.6）的回归方程，我们能得到

比较准确的a吗？ 

答案是否定的。由于每个农场主能观测到 iQ ，他对 iK 的选择将取决于 iQ 。因此， iK

将和误差项相关，可能导致有偏估计。 

如果我们假设农场主的行为是利润最大化的，我们将清楚地知道农场主如何使用 iK 的

信息。农场主 i的（短期）利润最大化问题为 

1max a a
i i i i i ip Q K S q K− − ， 

其中 ip 是产出的价格， iq 是农场主 i面对的种子价格。对 iK 求导，求要素需求函数可得 

1

1 a
i

i i i
i

p
K aQ S

q

− 
=  
 

                          （12.7） 

显然，农场主掌握的 iQ 信息直接影响他的种植量选择，从而影响产量。 

考虑图12.1中 log iK 和 log iC 散点图。我们还画出了函数 log logi iC a K Q= + 的图形，
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其中Q是平均产量。 

 

 

图 12.1：散点图。这是 log iK 和 log iC 的散点图。注意， iK 大的农场的土地质量通常高于

平均水平，因此它的产量也高于平均质量土地的产量。因此，这样的点将位于拥有平均质量

土地的农场的生产关系曲线的上方。 

 

从（12.7）式明显可以看出，土地质量较高的农场主将希望多种玉米。这意味着如果我

们看到某个农场投入的 iK 越大，该农场的土地质量 iQ 可能越高。因此，这样的农场的产量

比拥有平均质量土地的农场的产量高，因此 iK 较大的农场的数据点将位于拥有平均土地质

量的农场的实际生产关系曲线的上方。类似地，某个农场投入的 iK 越小，该农场的土地质

量越有可能低于平均质量。 

结果是，拟合这些数据的回归线估计出的a比a的实际值大。潜在的问题是高产量并不

完全是由高投入引起的。还存在第三个变量 [遗漏变量（omitted variable）]，即土地质量，

这个变量不仅会影响产量也会影响农场主对投入的选择。 

这种偏差在计量经济工作中非常普遍：通常情形是有些影响选择的回归变量本身是由

决策者选择的。例如，假设我们想估计教育的回报。通常，收入较高的人拥有教育的数量较

多，但是教育不是先决变量（predetermined variable）:人们选择教育数量。如果人们选择不

同的教育数量，他们在其他未被观察到的方面也许也会不同。但这些不同也许也会影响他们

的收入。 
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例如，假设智商较高的人挣得工资较高，不管他们的教育数量如何。但是智商较高的

人会发现他们容易获得较多的教育。这意味着对于拥有较多教育数量的人来说，他们工资较

高的原因有两个：首先，他们的平均 IQ较高；其次，因为他们获得的教育数量较多。如果

简单地用工资对教育回归，将会高估教育对收入的影响。 

或者，你可能认为父母富有的人的收入也较高。但是富有的父母能够买得起更多的教

育，也可以分给子女更多的财富。再一次地，较高收入和较高的教育水平相关，但这两个变

量之间可能不存在直接的因果关系。 

简单的回归分析适合于对照实验（controlled experiments），但是它们通常不足以处理解

释变量是由当事人选择的情形。在这种情形下，我们需要使用结构模型，从而将所有相关变

量表达为真正的外生变量的函数。 

 

12.8估计要素需求 

在生产关系的情形下，间接估计生产关系的参数有时是有用的。例如考虑（12.7）式，

取对数，我们可以将其写为 

1 1 1 1
log log log log log log

1 1 1 1i i i i iK a p q Q S
a a a a

= + − + +
− − − −

 

这个式子的合适回归方程为 

0 1 2log log logi i i iK p qβ β β ε= + + + , 

其中：常数项 0β 是关于 a， log iQ 与 log iS 的均值的某个函数。注意这个式子意味着

2 1β β= − 。 

这个方程能用 OLS方法估计吗？如果农场主们面对的产出品和投入物市场都是竞争性

的，答案是肯定的，这是因为在竞争性的市场上，价格不受农场主控制。如果价格和误差项

不相关，那么 OLS是合适的估计方法。 

另外，在最优化模型中 1 2β β= − 这个事实，也为我们检验柯布-道格拉斯生产函数是否

为最优化模型的一种方法。如果我们发现 1β 明显与 2β− 不同，我们可以拒绝上述最优化模

型的假说。另一方面，如果我们不能拒绝 1 2β β= − 这个假说，我们可能倾向于接受这个假

说，并且估计下列模型 

0 1log log( / )i i i iK p qβ β ε= + + . 

在这种情形下，需求函数是个结构方程：它将消费者的选择表达为外生变量的函数。我们可

以使用这个方程的估计式推断生产技术的其他性质。 
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12.9更复杂的生产技术 

    考虑下列情形：在生产函数中，产出是若干种投入物的函数。为简单起见，我们考虑投

入物为两种的柯布-道格拉斯类型的生产函数： 1 2 1 2( , ) a bf x x Ax x= . 

我们在第 4章（详见第 4章 4.3节中的例子）知道，要素需求函数的形式为 

1 1
2

1 1 2
1

( , , )

b

a b
a b a b

aw
x w w y A y

bw

+−
+ +
 

=  
 

 

1 1
2

2 1 2
1

( , , )

a

a b
a b a b

aw
x w w y A y

bw

−
+−

+ +
 

=  
 

 

这些需求函数具有对数线性性质，所以我们可以将回归模型写为 

1 01 11 2 1 21 1log log( / )x w w yβ β β ε= + + +  

2 02 12 2 1 22 2log log( / )x w w yβ β β ε= + + + . 

在这里，生产技术的参数是回归系数的函数。然而，重要的是可观察到参数a和b进入了回

归系数的定义。这表明这两个方程的参数不是不受约束的，而是相关的。例如，容易看出

01 02β β= 。在估计这个方程组时，应该考虑交叉方程约束

．．．．．．

（cross-equation restrictions）。 

或者，我们可以将这两个方程组成成本函数 ( , )c w y ： 

1 1

1 2 1 2( , , )

b a
a a

a b a b
a b a b a b a b

a a
c w w y A w w y

b b

−
− + +
+ + + +
 
    = +       
 

. 

这个式子也有对数线性形式 

0 1 1 2 2 3log log log log logc w w yγ γ γ γ= + + + . 

这样，要素需求函数的交叉方程限制就很方便地整合到一个式子即成本函数之中。而且，从

我们的成本函数的理论研究可知，它应该是个递增、齐次的凹函数。我们可以检验这些限制，

在有需要的时候也可以做出这样的限制性假设。 

    实际上，成本函数可以视为要素需求函数组的简化形式。与我们前面研究的需求和供给

例子不同，成本函数包含了结构模型的所有相关信息。因为我们已经知道对成本函数求导即

可得到条件要素需求。因此，成本函数参数的估计自动地给出了条件要素需求函数的参数估

计。 

    然而，应该强调的是，上述结论只有在成本最小化的假设下才成立。如果我们考察的企

业真得是追求成本最小化或利润最大化，我们可以使用若干间接方法估计生产技术参数。如

果最优化假设成立，这些间接方法通常比直接方法好。 
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12.10函数形式的选择 

我们在前面几节所举的例子中使用的都是柯布-道格拉斯函数形式。这是出于简化分析

的目的，未必符合现实。事实上，我们应该使用范围更宽的参数形式来表示生产技术之间的

权衡。 

你可以将任意一个函数作为生产函数，但接下来你必须计算该生产函数蕴涵的要素需

求和（或）成本函数。通常，直接从参数形式的成本函数入手更为简单，因为这样做之后，

剩下的工作只是通过微分方法找到合适的要素需求。 

我们从第 6 章已经知道，任何关于价格的单调、齐次的凹函数都是某个良好表现生产

技术的成本函数。因此，我们的全部工作仅是找到满足这些性质的一个函数形式。 

一般来说，我们希望选择下面这样的参数形式，对于某些值，这些参数满足最优化施

加的限制，对另外一些值，则不满足。于是我们可以估计这些参数，检验所估计出的参数满

足理论施加的相关限制的假说。下面举例说明。 

 

例：戴沃特成本函数 

戴沃特成本函数

．．．．．．．

（Diewert cost function）的形式为 

1 1

( , ) .
k k

ij i j
i j

c w y y b w w
= =

= ∑∑  

对于这个函数形式，我们要求 ij jib b= 。注意，我们也可以将上式写为 

1

( , ) .
k k k

ii i ij i j
i i j j i

c w y y b w b w w
= ≠ ≠

 
= + 

 
∑ ∑∑  

由于上式的第一部分是里昂惕夫成本函数形式，这个函数也称为广义的里昂惕夫成本函

．．．．．．．．．．

数

．

（generalized Leontief cost function）。 

要素需求的形式为 

1

( , ) / .
k

i ij j i
j

x w y y b w w
=

= ∑  

这些需求关于参数 ijb 是线性的。如果 0ijb ≥ 和某些 0ijb > ，容易验证这种形式满足该函数

是成本函数的必要条件。 

    参数 ijb 与不同要素之间的替代弹性有关； ijb 越大，要素 i和要素 j之间的替代弹性越

大。函数形式对各种弹性未施加任何限制；戴沃特成本函数可以作为任何成本函数的局部二

阶近似。 
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例：超越对数成本函数 

超越对数成本函数

．．．．．．．．

（translog cost function）的形式为 

0
1 1 1

1
log ( , ) log log log log .

2

k k k

i i ij i j
i i j

c w y a a w b w w y
= = =

= + + +∑ ∑∑  

对于这个函数，我们要求 

1

1
k

i
i

a
=

=∑  

ij jib b=  

1

0
k

ij
j

b
=

=∑ 。 

在这些限制之下，超越对数成本函数关于价格是齐次的。如果对于所有 i和 j都有 0ia > 和

0ijb = ，那么成本函数变为柯布-道格拉斯函数。 

条件要素需求关于参数不是线性的，但是要素份额 ( , ) ( , ) / ( , )i i is w y w x w y c w y= 关于

参数是线性的，而且要素份额由下式给出 

1

( , ) ln
k

i i ij i
j

s w y a b w
=

= +∑ . 

 

12.11估计消费者需求 

我们前面的例子主要是生产关系的估计。它们有着方便的特征，即目标函数（利润函

数或成本函数）是可观测到的。在消费者需求行为的情形下，目标函数不是可直接观测到的。

这在概念上使得事情变得稍微复杂一些，但这并不意味着事情变得非常棘手。 

假设我们已获得消费数据 ( , )t tp y （其中 1,...,t T= ），因此想估计某个参数形式的需求

函数。我们首先分析单一商品的需求情形，然后分析多种商品的需求情形。 

 

单一商品的需求函数 

首先需要注意，即使我们仅关注单一商品的需求，实际上仍然涉及到两种商品：一是

我们想研究的那种商品；二是“所有其他商品”。我们通常将这样的选择问题视为消费者在

我们想研究的那种商品和他花费在所有其他商品上的货币上的选择。请参见第 9章关于希克

斯可分性的讨论。 

假设我们用 x表示 x商品的购买量，用 y表示花费在所有其他商品上的钱数。如果 x商

品和 y商品的价格分别为 p和 q，那么消费者的效用最大化问题可以表述为 
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,
max ( , )

s.t. .
x y

u x y

px qy m+ =
 

我们用 ( , , )x p q m 表示需求函数。由于需求函数是零次齐次的，我们可以用q将其他两个变

量标准化，因此需求函数变为 x的相对价格和消费者相对收入的函数 ( / , / )x p q m q 。在实

践中， p是我们想要研究的那种商品的名义价格，而 q通常取成消费者价格指数。于是，

需求关系是说观测到的需求量是“实际价格” /p q和“实际收入” /m q的函数。 

两种商品情形下的问题具有一种非常方便的性质：几乎任何函数形式都与效用最大化

一致。我们从第 8章 8.5节中的例子可知，两种商品情形下的积分方程可以表述为一个常微

分方程。因此，通常存在能够产生需求方程的间接效用函数（使用罗伊法则）。在本质上，

最优化为两种商品情形施加的唯一限制是补偿性的自身价格效应（compensated own price 

effect）应该为负。 

这意味着你在选择符合最优化的函数形式方面有很大的自由。三种常见的函数形式为 

  1）线性需求： x a bp cm= + + 。 

  2）对数需求： ln ln ln lnx a b p c m= + + 。 

  3）半对数需求： ln x a bp cm= + + 。 

上述每个式子都对应着一个间接效用函数。我们在第 26章推导出了对数需求的间接效

用函数，而将线性需求和半对数需求的情形留作习题。对需求函数参数的估计可自动得到间

接效用函数的参数估计。 

一旦我们有了间接效用函数，我们可以使用它进行各种预测。例如，我们可以使用估

计式计算与价格变化对应的补偿变化或等价变化。具体细节请参见第 10章。 

 

多个方程 

    假设我们想估计一个含有两种商品以上的需求系统。在这种情形下，我们可以从需求方

程的某个函数形式入手，然后将它们积分来找到效用函数。然而，下面的方法通常更简单一

些：先找到直接效用或间接效用的函数形式，然后微分即可找到需求函数。 

 

例子：线性支出系统 

假设效用函数形式为 

1

( ) ln( )
k

i i i
i

u x a x γ
=

= −∑  

其中 i ix γ> 。效用最大化问题为 
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1

1

Max ln( )

s.t. .

i

k

i i i
x

i

k

i i
i

a x

p x m

γ
=

=

−

=

∑

∑
 

如果我们令 i i iz x γ= − ，我们可以将上面的效用最大化问题写为 

1

1 1

Max ln

s.t. .

i

k

i i
z

i

k k

i i i i
i i

a z

p z m p γ

=

= =

= −

∑

∑ ∑
 

这是关于 iz 的柯布-道格拉斯最大化问题。容易看出 ix 的需求函数具有下列形式 

1

k

i ii
i i i

i

m p
x a

p

γ
γ =

−
= + ∑

。 

 

例子：几乎理想的需求系统 

几乎理想的需求系统（Almost Ideal Demand System, AIDS）的支出函数具有下列形式 

( , ) ( ) ( )e p u a p b p u= +                     （12.8） 

其中 

*
0

0

1
( ) log log log

2

( ) .

i i ij i m
i i j

i i

a p a p p p

b p p

α γ

β β

= + +

=

∑ ∑∑

∏
 

由于 ( , )e p u 关于 p必定是齐次的，参数必定满足 

1

* *

1 1 1

1

0.

k

i
i

k k k

ij ij i
i j i

a

γ γ β

=

= = =

=

= = =

∑

∑ ∑ ∑
 

对（12.8）式微分可得到需求函数。然而，估计支出份额通常更方便一些 

1

log log
k

i i ij j i
j

m
s p

P
α γ β

=

= + +∑                  （12.9） 

其中P是由下式给出的价格指数 

0
1 1 1

1
log log log log

2

k k k

i ij i j
i i j

P p p pα γ
= = =

= + +∑ ∑∑ ， 
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和 

* *1
( ).

2ij ij jir rγ = +  

    除了价格指数这一项之外，AIDS 系统接近于线性。在实践中，计量经济学家通常使

用任意的价格指数计算 /m P项，然后使用（12.9）估计系统的其他参数。 

 

12.12总结 

    我们已经看到，最优化模型的理论分析能够在几个方面对计量经济学家给与指导。首

先，它提供了使用非参数或参数形式来检验理论的方法。其次，理论上的一些假设限制能

帮助经济学家构造更有效率的估计。第三，理论可以说明模型中的结构关系，指导经济学

家选择什么样的估计方法。最后，理论能帮助经济学家决定选择什么样的函数形式。（本章

结束）■ 

 

注释 

    用消费者理论估计需求系统方面的内容可参见 Deaton and Muelbauer（1980）。Varian

（1990）更加详细地讨论了拟合度并且给出了一些实证例子。 
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13竞争性市场 
到目前，我们已研究了个体（企业和消费者）的最优化行为。我们将经济环境视为给

定的，完全由市场价格向量刻画。在本章，我们开始分析市场价格是如何由个体的行为决定

的。我们从最简单的模型入手分析：单个的竞争性市场。 

 

13.1竞争性企业 

竞争性企业

．．．．．

（competitive firm）是指将产品的市场价格视为给定的、不受自己控制的

企业。在竞争性市场中，每个企业都认为价格和自己的行为无关，尽管市场价格是由所有企

业的行为共同决定的。 

令 p为市场价格。于是某个标准竞争性企业面临的需求曲线为 









<∞
=
>

=
.

0

)(

pp

pp

pp

pD 任何数量  

一个竞争性企业可以自由定价也可以自由定产。然而，如果该竞争性企业制定的价格

高于当前的市场价格，没有人会购买它的产品。如果它制定的价格低于市场价格，那么它想

要有多少消费者就有多少消费者；但它没有必要放弃利润，因为如果它制定的价格等于市场

价格，它也能做到想要多少消费者就有多少消费者。有时我们也说竞争性企业面临的需求曲

线具有完全弹性。 

如果竞争性企业想出售产品，它必须按照市场价格出售。当然，现实世界很少能做到

这么理想。问题不是在于是否任何特定的市场是完全完全完全完全

．．

竞争的——几乎没有市场是完全竞争

的。合理的问题是什么样程度的完全竞争模型可以产生洞穿现实市场的思想。正如物理学中

无摩擦的模型可以描述现实世界中的一些重要现象一样，完全竞争模型可以产生让我们理解

经济世界的思想。 

 

13.2利润最大化问题 

由于竞争性企业将市场价格视为给定的，它的利润最大化问题非常简单。它选择的产量

y必然是下列问题的解 

)(max ycpy
y

−  

这个问题的内部解的一阶条件和二阶条件分别为 

)( *ycp ′=  

.0)( * ≥′′ yc  
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我们通常假设二阶条件为严格不等式。这么做不是必需的，但是它可以简化计算。我们将这

种情形称为常规情形。 

反供给函数，以 )(yp 表示，它衡量为使企业供给既定数量的产品市场价格必须为多少。

根据一阶条件可知，反供给函数为 

),()( ycyp ′=  

只要 .0)( >′′ yc  

供给函数给出了在每个价格水平下的利润最大化的产量。因此，供给函数 )( py 必定恒

等地满足一阶条件 

)),(( pycp ′=                          （13.1） 

也必须满足二阶条件 

.0))(( >′′ pyc  

直接供给曲线和反供给曲线衡量的关系是相同的，它们都衡量价格和利润最大化产量

水平之间的关系。区别在于它们描述的方法不同。 

 

图图图图 13.1：：：：供给函数和成本曲线供给函数和成本曲线供给函数和成本曲线供给函数和成本曲线。在常规情形，竞争性企业的供给函数是位于平均可变成本曲

线之上的向上倾斜的那部分边际成本曲线。 

竞争性企业的供给如何随产品的价格变化而变化？我们将（13.1）式对 p求导可得 

).())((1 pypyc ′′′=  

由于通常 0)( >′′ yc ，由此可知 0)( >′ py 。因此，竞争性企业的供给曲线斜率为正，至少在

常规情形是这样的。我们在第 2章已经得到了这一结果，不过在那里我们使用的是另外一种

方法。 
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我们的注意力一直放在利润最大化问题的内部解上，但是何时选择内部解也是个有趣

的问题。我们将成本函数写为 Fycyc v += )()( ，即总成本等于可变成本和固定成本之和。

我们将固定成本解释为真正固定的——即使产量为零也必须支付这些成本。在这种情形下，

企业会发现当产量为正时的利润大于产量为零时的利润（损失）时，企业会进行生产： 

.))(()( FFpycppy v −≥−−  

整理可知，企业在 

)(
))((

py

pyc
p v≥  

时，即当价格大于平均可变成本时，企业会进行生产。如图 13.1所示。 

 

13.3行业供给函数 

行业供给函数

．．．．．．

（industry supply function）是行业内所有企业供给函数之和。如果 )( pyi

表示第 i个企业的供给函数，企业总数为m个，则行业供给函数为 

.)()(
1
∑

=

=
m

i
i pypY  

行业的反供给函数就是行业供给函数的反函数：它给出了行业愿意供给某给定数量的最

低价格。由于每个企业选择的产量水平都要满足价格等于边际成本这个条件，产量相同的企

业的边际成本必定也是相同的。行业供给函数衡量行业产量和生产该产量的共同边际成本之

间的关系。 

 

例子：不同成本函数 

假设某行业由两个企业组成，一个企业的成本函数为

2
1 )( yyc = ，另外一个企业的成本

函数为

2
2 2)( yyc = 。供给函数为 

.4/

2/

2

1

py

py

=
=

 

行业供给曲线因此为 .4/3)( ppY = 对于行业的任何产量水平Y ，每个企业的边际生产成本

为 .3/4Y  

例子：相同成本函数 

假设行业中共有m个企业，每个企业的成本函数都为 1)( 2 += yyc 。边际成本函数为

yyMC 2)( = ，平均可变成本函数为 .)( yyAVC = 由于在这个例子中，边际成本总是大于

平均可变成本，企业的反供给函数为 .2)( yyMCp ==  
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    由此刻知，企业的供给函数为 2/)( ppy = ，行业的供给函数为 2/),( mpmpY = 。行

业的反供给函数因此为 ./2 mYp =  注意，行业反供给曲线的斜率随着行业中企业数量增加

而变小。 

 

13.4市场均衡 

行业供给曲线衡量在任何价格水平下行业的总产量供给。行业需求函数衡量在任何价

格水平下对该行业产品的总需求。均衡价格是需求量等于供给量时的价格。 

为什么要将这样的价格称为均衡价格？通常认为，如果在某个价格水平下需求不等于

供给，某个经济人就会单方面改变自己的行为。例如，如果在某价格水平下，供给大于需求。

在这种情形下，某些企业的产品无法全部销售出去。这些企业会减少产量，因为这样会降低

生产成本而又不会导致销售收入的减少，因此增加了利润。所以这样的价格不可能是均衡价

格。 

如果令 )( pxi 表示个人 i的需求函数，其中 ni ,...,1= ； )( py j 表示企业 j的供给函数，

其中 mj ,...,1= ，则均衡价格是指下列方程的解 

.)()(
11
∑∑

==

=
m

j
j

n

i
i pypx  

 

例子：相同企业 

假设行业需求曲线是线性的， ,)( bpapX −= 行业供给曲线是上一节推导出的，

2/),( mpmpY = 。均衡价格是下列方程的解 

2/mpbpa =−  

由此可解得 

2/
*

mb

a
p

+
=  

注意在这个例子中，均衡价格随着企业数量增加而下降。 

对于任意的行业需求曲线，均衡由下式决定 

).()( pmypX =  

当m变化时均衡价格如何变化？我们将 p看成m的隐函数，微分可得 

),()()()()( pymppymmppX +′′=′′  

由此可得 
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.
)()(

)(
)(

pympX

py
mp

′−′
=′  

假设行业需求曲线的斜率为负，则均衡价格必然随着企业数量的增加而下降。 

 

13.5进入 

上一节计算行业供给曲线时我们假定企业数量是外生给定的。然而，在长期，行业中

的企业数量是可变的。如果某个企业认为它生产某种产品可以挣钱，我们可以预期它会生产。

类似地，如果行业中已有的企业发现它持续亏损，我们可以预期它会退出该行业。 

根据对进入和退出成本以及潜在进入者的预见能力的假设不同，可以做出几种不同的

进入和退出模型。在本节我们介绍一种特别简单的模型，该模型假设进入和退出成本为零，

以及潜在进入者具有完全的预见能力。 

假设行业中的企业数量任意多，但它们的成本函数 )(yc 是相同的。我们可以计算出盈

亏平衡时的价格

*p ，此时最优供给数量产生的利润为零。这种情形也就是平均成本等于边

际成本。 

现在我们可以画出行业中企业数量为 1,2,…时的行业供给曲线，看看企业盈亏平衡时行

业内能容纳的最大企业数量。如图 13.2所示。如果均衡时企业数量很大，那么相关的供给

曲线将非常平坦，均衡价格将接近于

*p 。因此，经常假设完全竞争行业（可自由进出）的

供给曲线基本是一条水平线，此时价格等于平均成本的最小值。 

在这个进入模型中，均衡价格可以大于盈亏平衡时的价格。尽管行业中的企业可以赚

取正的利润，潜在进入者也不会再进入，因为它们可以正确地预见到如果它们进入将会导致

利润为负。 

和往常一样，正的利润可以视为经济租金。在这种情形下，我们可以将利润视为“捷

足先登者的租金（rent to being first）”。也就是说，投资者愿意支付一定资金将行业中的现有

企业买下，这笔资金等于该企业利润流的现值，投资者这么做的原因在于获取这个利润流。

这个租金可以算为继续呆在行业中的（机会）成本。如果我们按照这种会计传统计算，均衡

时企业的利润为零。 
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图 13.2：企业的均衡数量企业的均衡数量企业的均衡数量企业的均衡数量。在我们的进入模型中，企业的均衡数量是指盈亏平衡时行业内能

容纳的企业的最大数量。如果这个数量很大，那么均衡价格必然接近于平均成本的最小值。 

 

例子：进入和长期均衡 

如果 1)( 2 += yyc ，则令平均成本等于边际成本，就可以找到盈亏平衡时的产量： 

,2/1 yyy =+  

由此可得 1=y 。在这个产量水平下，边际成本为 2，因此这是盈亏平衡时的价格。根据我

们的进入模型，只要企业认为它们的进入不会迫使均衡价格下降到 2以下，它们就会进入该

行业。 

假设需求是线性的，我们继续使用上例中的那个线性需求。于是均衡价格是满足下列

条件的最小

*p  

.2

2/
*

*

≥
+

=

p

mb

a
p

 

随着m的增加，均衡价格必定越来越接近于 2。 

 

13.6福利经济学 

我们已经知道如何计算竞争均衡：价格使得供给等于需求。在本节，我们分析均衡的

福利性质。分析方法有多种，此处我们使用的是代表性消费者

．．．．．．

（representative consumer）

方法，这种方法也许是最简单的。稍后，在讨论一般均衡理论时，我们再使用另外一种不同

的而且更为一般的方法。 

假设市场需求曲线 )( px 是由一个代表性消费者的效用最大化产生的，这个消费者的效
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用函数为 yxu +)( 。在这个特定市场中我们关注的是 x商品。y商品代表“所有其他商品”。 

y商品最简单的处理方法是，将它认为是消费者在购买 x商品最优数量之后剩下的花费在其

他商品的钱数。 

在第 10章我们已经知道，这种效用函数的反需求曲线为 

).(xup ′=  

直接需求函数 )( px 是上述函数的反函数，因此它满足一阶条件： 

.))(( ppxu =′  

注意这种函数的独特性质：在拟线性的情形下，需求函数和收入无关。这个性质使得均衡分

析和福利分析特别简单。 

    我们已假定了一个代表性的消费者，类似地我们可以假定一个代表性的企业，令它的成

本函数为 )(xc 。我们将此解释为：生产 x单位的产品需要 )(xc 单位的 y产品，并且假设

0)0( =c 。我们还假设 0)( >⋅′′c ，因此只使用一阶条件就可解出代表性企业的利润最大化的

产量

（一）

。 

代表性企业的利润最大化的（反）供给函数为 )(xcp ′= 。因此， x商品的均衡产量水

平就是下列方程的解 

).()( xcxu ′=′                         （13.2） 

在这个产量水平上，消费者对 x商品的边际支付意愿恰好等于生产的边际成本。 

 

13.7福利分析 

假设我们不再使用市场机制确定产量，而是根据代表性消费者的效用最大化直接确定

产量。这个最大化问题可以表述为 

yxu
yx

+)(max
,

 

使得 ).(xcwy −=  

其中w为消费者拥有的 y商品的初始禀赋。 

将约束函数代入目标函数，我们可将这个最大化问题重新写为 

).()(max xcwxu
x

−+  

一阶条件为 

).()( xcxu ′=′                             （13.3） 

                                                        
（一） 当然，在字面上说只有一个企业时，谈及竞争行为就非常不合理。最好将这个企业认为是竞争行业中
的“平均的”（average）或“代表性的”行为。 
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根据我们前面对曲率的假设即 0)( >⋅′′c 可知，二阶条件自动满足。注意（13.2）和（13.3）

决定的产量水平是相同的：在这个例子中，竞争市场的结果和效用最大化，恰好导致了相同

的产量水平和相同的消费水平。 

福利最大化问题就是使得总效用最大：消费者消费 x商品的效用加上消费 y商品的效

用。由于 x 单位 x 商品意味着放弃了 )(xc 单位 y 产品，我们的社会目标函数为

)()( xcwxu −+ 。初始禀赋 w只是个常数，因此我们完全可以将我们的目标函数写为

)()( xcxu − 。 

我们已经知道 )(xu 是（反）需求曲线下方直到 x的面积。类似地， )(xc 是边际成本线

下方直到 x的面积，这是因为 

dxxccxc
x

∫ ′=−
0

)()0()(  

而且我们假设 .0)0( =c  

因此，选择 x使得效用减去成本的差值最大，等价于选择 x使得需求曲线以下供给曲线

以上的面积最大，如图 13.3所示。 

 

图 13.3：直接效用直接效用直接效用直接效用。均衡数量使得需求曲线和供给曲线之间的垂直面积最大。 

我们使用例外一种方法重复上述计算。令 pxxuxCS −= )()( 表示与给定产出相伴的消消消消

．

费者剩余费者剩余费者剩余费者剩余

．．．．

：它衡量消费 x商品获得的“总收益”与在 x商品上的支出之差。类似地，令

)()( xcpxxPS −= 表示利润，或代表性企业赚取的生产者剩余生产者剩余生产者剩余生产者剩余

．．．．．

。 

于是总剩余总剩余总剩余总剩余

．．．

最大使得 

)],([])([)()(max xcpxpxxuxPSxCS
x

−+−=+  

或 
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).()(max xcxu
x

−  

因此，我们也可以说竞争均衡的产量水平使得总剩余最大。 

 

13.8多个消费者 

上一节的分析只涉及到一个消费者和一个企业。然而很容易推广到多个消费者和多个

企业的情形。假设有 ni ,...,1= 个消费者和 mj ,...,1= 个企业。每个消费者 i的效用函数都为

拟线性的，即 iii yxu +)( ，每个企业 j的成本函数为 )( jj xc 。 

在这样的情形下，我们将配置配置配置配置

．．

（allocation）定义为每个消费者消费 x商品和 y商品的数

量 ),( ii yx 以及每个企业生产多少 x商品 jz ，其中 ni ,...,1= ； mj ,...,1= 。我们假设每个消

费者的初始禀赋初始禀赋初始禀赋初始禀赋

．．．．

（initial endowment）为他们最初拥有 y商品的数量 iw 以及 x商品的数量 0，

即 ),0( iw 。 

在上述情形下，福利最大化的一种合理备选的配置是在产出可行的情形下使得效用之

和最大的配置。效用之和为 

.)(
11
∑∑

==

+
n

i
i

n

i
ii yxu  

y商品的总数等于初始禀赋之和减去生产过程中用掉的数量： 

.)(
111
∑∑∑

===

−=
m

j
jj

n

i
i

n

i
i zcwy  

将上式代入目标函数，并且注意到可行性约束意味着 x产品的总产量必定等于它的总消费

量，我们有以下的最大化问题 

∑∑∑
===

−+
m

j
jj

n

i
i

n

i
ii

zx
zcwxu

jj 111
,

)()(max  

使得 .
11
∑∑

==

=
m

j
j

n

i
i zx  

令λ表示约束方程的拉格朗日乘子，这个最大化问题的答案必然满足 

,)(

)(
*

*

λ
λ

=′
=′

jj

ii

zc

xu
 

以及可行性约束。 

    但是注意这些条件正好是均衡价格 λ=*p 必须满足的条件。这样的均衡价格使得边际

效用等于边际成本并且同时使得需求等于供给。因此，市场均衡必然使得福利最大化，至少

在用效用之和衡量福利的情形下是这样的。 
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当然，这个问题一点也没涉及到总效用的分配问题，因为分配问题取决于初始禀赋 )( iw

的配置模式。在拟线性的情形下，均衡价格不取决于财富的分配状况，而且初始配置的任何

分配状况都与上述均衡条件是一致的。 

 

13.9帕累托效率 

我们已经看到，竞争均衡使得效用之和最大，至少在拟线性效用的情形下是这样的。

但是下列事实却非常不明显：尽管这种效用的局限性很大，效用之和仍然是一个合理的目标

函数。 

一个更一般的目标是帕累托效率

．．．．．

（Pareto efficiency）。帕累托有效率的配置是指无法

使所有人的状况都变好的配置。换一句话说，帕累托有效率配置是指，在给定其它人效用的

前提下，每个人的状况已达到最佳的那种配置。 

我们在拟线性效用函数情形下分析帕累托有效率的条件。为简单起见，假设只有两种

商品而且它们的数量是固定的，即 ),( yx 。另外，假设只有两个人。在这种情形下，帕累托

有效率的配置是在维持一个人（比如第 2人）效用不变的前提下，使得另一个人（比如第 1

人）的效用最大: 

111
,

)(max
11

yxu
yx

+  

使得 .)( 2112 uyyxxu =−+−  

将约束函数代入目标函数，我们得到了无约束的最大化问题 

,)()(max 21211
1

uyxxuxu
x

−+−+  

一阶条件为 

).()( 2211 xuxu ′=′                         （13.4） 

    对于任何给定的 1x ，上述条件将唯一确定 2x 的一个有效率的水平。然而， 1y 和 2y 的分

配是任意的。将 y商品在这两个消费者之间分配来分配去，会使一个消费者的状况变好而另

外一个消费者的状况变差，但是却一点也不会影响上述效率条件。 

最后，思考一下（13.4）式和竞争均衡之间的关系。在均衡价格 *p 处，每个消费者调

整他对 x商品的消费，从而使得 

.)()( **
22

*
11 pxuxu =′=′  

因此，帕累托效率的必要条件得以满足。而且，任何配置若是帕累托有效率的，则必定满足

（13.4）式，它在本质上决定了价格 *p ，在这个价格水平下，该帕累托有效率配置可以通

过竞争均衡实现。 

巧合的是，一般情形下在本质上也必须有和上述相同的结果，即使效用函数不是拟线
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性的。然而，一般来说，均衡价格取决于商品 y的分配。我们在讨论一般均衡时，将进一步

分析这种决定性。 

 

13.10效率和福利 

我们已经知道，我们求解福利之和最大化问题和求解帕累托有效率问题时，得到的答

案是相同的。如果你是初次遇到这个问题，可能你会感到有些惊讶。我们再多分析一下。为

简单起见，我们仍假设只有两个消费者和两种商品，当然可以容易地将其推广到多个消费者

和多种商品的情形。 

假设两种商品 x和 y的初始数量分别为 x和 y。一个有效率的配置能做到在一人的效

率水平既定的前提下使得另外一人的效用最大： 

111
,

)(max
11

yxu
yx

+                         （13.5） 

使得 .)( 2112 uyyxxu =−+−  

两个消费者的效用之和为 

yyyxxuxuyyxxuyxu −++−+=−+−++ 11211112111 )()()]()([])([  

因此，使得效用之和最大化的配置必然是下列问题的解： 

111211
,

)()(max
11

yyyxxuxu
yx

−++−+              （13.6） 

我们已经观察到，同一个

*
1x 既是（13.5）的解又是（13.6）的解。然而，这两个问题的解中

的 y是不同的。任何数对 ),( 21 yy 都可以使效用之和最大，但是满足（13.5）中约束条件的 1y

只有一个。（13.5）的解只是（13.6）众多解中的一个。 

    拟线性效用的特殊结构意味着通过解（13.6）可以找到所有的帕累托有效率的配置：在

所有帕累托有效率的配置中， ),( *
2

*
1 xx 是相同的，但是 ),( *

2
*
1 yy 是不同的。这就是效用之和

最大化的解和帕累托有效率配置的解是相同的原因

（一）

。 

 

13.11离散商品模型 

离散商品模型是分析市场行为的另外一个有用的特殊情形。在这种情形下，我们仍假

设有两种商品，x和 y。但是，x商品只能以离散数量消费。特别地，我们假设消费者总是

要么购买一单位要么购买零单位商品 x。 

因此，一个收入为m的消费者购买价格为 p的商品，可以实现的效用为 ),1( pmu − ；

                                                        
（一） 对这些结论要附加一下说明：它们要求我们的解 ),( 21 yy 是内部解。如果消费者 2的目标效用水平非

常低，因此只有令 02 =y 时才能实现他的效用水平，那么上述两个问题的等价性就不再成立。 
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如果他不购买，则他的效用为 ),0( mu 。这个消费者对该商品的保留价格（reservation price）

r是他在买和不买该商品之间恰好无差异时的价格。也就是说，保留价格 r满足方程 

).,0(),1( murmu =−  

单个消费者的需求曲线的形状如图 13.4A所示；如果有很多消费者而且他们的保留价格是不

同的，那么他们的加总需求曲线是阶梯状得，如图 13.4B所示。 

 

 

图 13.4：保留价格保留价格保留价格保留价格。A图画出的是单个消费者的需求曲线；B图画出的是保留价格不同的多

个消费者的加总需求曲线。 

在离散商品的情形下，如果偏好是拟线性的，则结果非常简单。在这样的情形下，消

费者如果购买，则他的效用为 pmu −+)1( ；如果他不买则他的效用为 .)0( mu + 保留价格 r

是下列方程的解 

,)0()1( murmu +=−+  

容易得到 ).0()1( uur −=  使用将 )0(u 标准化为 0的惯例，即 0)0( =u ，那么 )1(ur = 。由

此可知，保留价格等于消费 x商品的效用。 

如果 x商品的价格为 p，那么选择消费该商品的消费者得到的效用为 

)()1( prmpmrpmu −+=−+=−+  

因此，消费者剩余 )( pr − 是一种衡量消费者面对商品价格 p所能实现的效用。 

    这种特别的结构使得均衡分析和福利分析非常简单。市场均衡价格衡量的是边际消费

．．．．

者

．

（marginal consumer）的保留价格，边际消费者是指在买和不买该商品之间恰好无差异的

消费者。边际消费者得到的消费者剩余（近似）为零；边际以内的消费者

．．．．．．．．

（inframarginal 

consumers）通常得到正的消费者剩余。 
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13.12税收和补贴 

我们已经知道术语比较静态指的是，分析当经济环境变动时经济结果如何变动。在竞

争市场的情形下，我们通常关注当某些政策变量变动时，均衡价格和（或）均衡数量如何变

动。税收和补贴就是这方面的例子。 

在征税的情形下，最重要的事情是要记住此时价格有两种：需求价格

．．．．

（demand price）

和供给价格

．．．．

（supply price）。需求价格 dp 是某商品需求者支付的价格；供给价格 sp 是该商

品供给者得到的价格；它们之间的差额就是税收或补贴。 

例如，数量税（quantity tax）是按某商品的消费数量征收的税。这意味着需求者支付的

价格大于供给者得到的价格，二者之差等于数量税： 

.tpp sd +=  

价值税（value tax）是按商品支出额征收的税。通常用百分数表示，例如 10%的销售税。税

率为τ 的价值税将会导致 

.)1( sd pp τ+=  

补贴具有类似的结构；金额为 s元的数量补贴（quantity subsidy）表示对于每单位商品来说，

卖方得到的价格比买方支付的价格都多 s元，即 .spp sd −=  

需求者的行为取决于他面对的价格；供给者的行为取决于他面对的价格。因此我们分

别用 )( dpD 和 )( spS 表示他们各自的行为。均衡条件是需求等于供给，这样就得到了下面

两个式子: 

)()( sd pSpD =  

.tpp sd +=  
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将第二个式子代入第一个式子，我们可以求解 

),()( ss pStpD =+  

或 

).()( tpSpD dd −=  

显然，求解 dp 和 sp 与使用上面哪一个式子无关。也就是说，使用上面两个式子中的任何一

个得到的解必定是相同的。 

求解此类税收问题的另外一种方法是使用反需求函数和反供给函数。在这种情形下，

方程变为 

,)()( tqPqP sd +=  

或 

.)()( tqPqP ds −=  

 

图 13.5：征税征税征税征税造成造成造成造成的净损失的净损失的净损失的净损失。矩形区域表示的是税收总收入。黑色三角形区域表示的是征税

造成的净损失。 

一旦我们解出均衡价格和均衡数量，进行福利分析就非常简单。消费者消费均衡数量

*x
得到的效用为

** )( xpxu d− 。生产者得到的利润为 )( ** xcxps − 。最后，政府得到的税收总

收入为 .)( ** xpptx sd −=  最简单的情形是企业的利润和税收收入都为代表性消费者得到，

由此产生的净福利为 

).()()( *** xcxuxW −=  

这正是需求曲线下方的面积减去边际成本曲线下方的面积，如图 13.5所示。征税后得到的

剩余与原来均衡时实现的福利之间的差值，称为净损失

．．．

（deadweight loss）；如图 13.5中的
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三角形阴影区域所示。净损失衡量因产量损失而给消费者带来的价值损失。 

 

注释 

本章的内容是单个市场的标准的新古典主义分析。本章采用的形式可能最早见于

Marshall(1920). 

 

习题 

13.1令 mpv +)( 表示代表性消费者的间接效用，令 )( pπ 表示代表性企业的利润。令福利是

价格的函数，即用 )()( ppv π+ 表示福利函数。证明竞争价格使得该函数值最小。你能解释

一下为什么均衡价格使得上述福利衡量方式的值最小而不是最大吗？ 

13.2证明当价格由 0p 变为 1p 导致的利润变动可用供给函数的积分（积分下限和上限分别为

0p 和 1p ）表示。 

13.3某行业由很多企业组成，每个企业的成本函数都具有下列形式 

.)2()1(),,( 2
2

1
2

21 wywyywwc +++=  

（a）求单个企业的平均成本曲线并描述该曲线如何随着要素价格 21 / ww 的变动而变动。 

（b）求单个企业的短期供给曲线。 

（c）求长期行业供给曲线。 

（d）写出单个企业的必要投入集。 

13.4 农民用土地和劳动生产玉米。生产 y单位玉米所需劳动的成本为 2)( yyc = 。玉米行业

内有 100家企业且为完全竞争的。 

（a）求单个农民的玉米供给曲线。 

（b）求玉米的市场供给。 

（c）假设玉米的需求曲线为 ppD 50200)( −= 。求均衡价格和均衡数量。 

（d）求土地的均衡租金。 

13.5 考虑关于美国和英国雨伞贸易的一个模型。英国代表性企业根据生产函数 ),( LKf 生

产出口雨伞，其中K和 L分别代表资本和劳动。令 r和w分别表示英国国内资本和劳动的
价格，令与生产函数 ),( LKf 相伴的成本函数为 ),,( yrwc 。假设雨伞的初始均衡价格和均

衡数量分别为

*p 和 *y 。为简单起见，假设英国生产的雨伞全部用于出口，美国不生产雨伞，

而且假设所有市场都是竞争性的。 

（a）英国决定对生产和出口的雨伞进行补贴，每把出口雨伞补贴 s元，因此英国企业每把
雨伞的销售收入为 sp + 。为了完全抵消这种补贴，也即是说，为了使英国生产和出口的雨

伞数量稳定在

*y ，美国应该对进口的每把雨伞征收多大的进口税 )(st ？ （提示：这个问题

比较简单，别想得太复杂了。） 

（b）由于美国轻易就能将英国的出口补贴抵消，英国决定使用资本补贴。特别地，英国决

定对企业购买资本进行补贴，每单位资本的补贴为 s元，因此英国雨伞生产企业购买资本的
价格相当于 sr − 。美国决定实施进口税进行报复，为了使英国雨伞的生产数量稳定在

*y ，



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 214 

美国决定对每把进口雨伞征收 )(st 元。那么消费者支付的价格 p、税收 )(st 和成本函数

),,( yrwc 之间必定有何种关系？ 

（c）计算 )(st′ 的表达式，该表达式要涉及到资本的条件要素需求函数 ),,( yrwK 。 

（d）假设生产函数是规模报酬不变的。在这种情形下，你能对 )(st′ 的表达式进行怎样简化

处理？ 

（e）假设资本在雨伞的生产中是一种劣等要素（inferior factor）。那么抵消英国资本补贴的

美国关税 )(st 有什么独特之处吗？ 

13.6在一个热带小岛上有 100个造船人，编号从 1到 100。每个造船人每年最多可以造船 12

艘，而且在给定市场价格的情形下，每个造船人都追求利润最大化。令 y表示某个特定造船

人每年的造船数量，假设造船人 1 的成本函数为 yyc += 11)( ，造船人 2 的成本函数为

yyc 211)( += ，以此类推。也就是说，造船人 i 的成本函数为 iyyc += 11)( ，其中

.100,...,1=i  假设固定成本 11元是准固定成本；也就是说，造船人只有在产量为正的情形

下才支付这些固定成本。如果船得价格为 25，有多少造船人会选择生产正的产量？如果船

的价格为 25，每年一共造多少艘船？ 

13.7考虑具有下列结构的某个行业。行业内有 50个企业的行为是竞争性的，它们的成本函

数相同，均为 2/)( 2yyc = 。行业内还有一个垄断企业，它的边际成本为 0。该产品的需求

曲线为 .501000)( ppD −=  

（a）垄断企业的利润最大化产量是多少？ 

（b）垄断企业的利润最大化价格是多少？ 

（c）竞争性部门在上述价格下的供给为多少？ 

13.8 美国消费者对雨伞的需求函数为 ppD −= 90)( 。雨伞由美国企业和英国企业供给。

为简单起见，假设每个国家都有一个代表性企业，它们的行为都是竞争性的。每个国家生产

雨伞的成本都为 2/)( 2yyc = 。 

（a）雨伞的加总供给函数是什么？ 

（b）求均衡价格和均衡数量。 

（c）现在美国国内企业游说国会同意对进口雨伞征税收 3元/把的关税。美国消费者对雨伞

支付的新价格是多少？ 

（d）有多少雨伞是进口的（即由英国提供的），有多少雨伞是美国国内生产的？ 
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14 垄断 
 

垄断

．．

（monopoly）这个词最初是指专卖权。后来它用于描述某个企业或若干企业组成

的小集团，这样的企业或企业集团在某个既定的市场上对某商品拥有排外的控制权。这个定

义的模糊之处在于“既定的市场”指得是什么意思。软饮料市场上的企业很多，但在可乐市

场上只有少数几家企业。 

从经济分析的角度看，垄断企业的关键特征是它拥有市场力量（market power），因为

它能销售的产量是它索要价格的连续函数。但在竞争企业的情形下，如果企业索要的价格高

于当前的市场价格，它的销量就会锐减到零。竞争性企业是价格接受者价格接受者价格接受者价格接受者

．．．．．

；垄断企业是价格制价格制价格制价格制

．．．

定者定者定者定者

．．

。 

垄断企业在选择价格和产量水平时受到两类约束。首先，它面临我们以前阐述过的标

准技术约束——技术可行的投入和产出方案是既定的。我们将会发现用成本函数 )( yc 描述

技术约束很方便。（注意在成本函数中我们省略了要素价格这类变量，因为我们假定要素价

格都是不变的。） 

垄断企业面临的第二类约束是由消费者的行为施加的。消费者在不同的商品价格水平

下愿意购买不同的数量，我们使用需求函数 )( pD 表示这种关系。 

垄断企业的利润最大化问题可以写为 

)(max
,

ycpy
yp

−  

使得 ypD ≥)(  

在我们感兴趣的大多数情形下，垄断企业生产的产量等于消费者的需求，因此约束条

件可以写成等式 )( pDy = 。将 y代入目标函数，可得下列的无约束的最大化问题 

)).(()(max pDcppD
p

−  

尽管这可能是提出垄断企业利润最大化问题的最自然方法，然而在绝大多数情形下使用反需

求函数比使用直接需求函数更方便。 

令 )( yp 表示反需求函数——为了销售出 y单位产品必须索要的价格。那么垄断企业销

售 y单位产品，它期望得到的销售收入为 yypyr )()( = 。我们可以这样提出垄断企业的利

润最大化问题： 

).()(max ycyyp
y

−  

这个问题的一阶条件和二阶条件分别为 

)()()( ycyypyp ′=′+                      （14.1） 
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.0)()()(2 ≤′′−′′+′ ycyypyp                （14.2） 

一阶条件是说产量的利润最大化选择是边际收入必定等于边际成本。我们进一步考虑这个条

件。当垄断企业考虑是否多销售dy单位产品时，它必须考虑两方面的效应。首先，若多销

售 dy单位产品，则它的销售收入增加了 pdy，因为它是按当前价格销售这些额外的产品的；

但是另外一方面，为了将这些额外的产品销售出去，它必须将价格降低 dy
dy

dp
dp = 那么多，

降低后的价格适用于所有销售的产品而不仅限于额外的产品。销售额外产品导致的额外收入

因此为 

,][ dyy
dy

dp
pdpypdy +=+  

这个额外收入必须与边际成本进行比较权衡。 

二阶条件要求边际收入的导数必定小于边际成本的导数；也就是说，边际收入曲线从

上方穿过边际成本曲线。 

一阶条件变形后可得如下形式 

),(]1)[()( yc
p

y

dy

dp
ypyr ′=+=′  

),(]
)(

1
1)[( yc

y
yp ′=+

ε
                  （14.3） 

其中

y

p

dp

dy
y =)(ε 是垄断企业面对的需求（价格）弹性。注意，只要消费者的需求曲线斜率

为负（这当然是常规情形），那么需求价格弹性是负的。 

从一阶条件可知，在最优产量水平上，需求价格弹性的绝对值必定大于 1。如果不是如

此，边际收入将为负，因此不可能等于非负的边际成本。 

 

图 14.1：垄断产量的确定垄断产量的确定垄断产量的确定垄断产量的确定。垄断企业在边际收入等于边际成本之处进行生产。 
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垄断企业的最优产量可用图 14.1表示。边际收入曲线为 yypypyr )()()( ′+=′ 。由于

根据假设可知 0)( <′ yp ，边际收入曲线必定位于反需求曲线的下方。 

    当 0=y 时，销售额外一单位产品带来的边际收入恰好就是 )0(p 。然而，当 0>y 时，

销售额外一单位产品带来的边际收入必定小于产品价格，这是因为增加销量的唯一方法是降

低价格，这种价格的降低会影响边际以内的所有销售数量的收入。 

垄断企业的最优产量必定位于边际收入曲线与边际成本曲线相交之处。为了满足二阶

条件，边际收入曲线必定从上方穿过边际成本曲线。我们通常假定利润最大化的产量水平是

唯一的。给定产量水平，比如

*y ，企业索要的价格将为 ).( *yp  

 

14.1 特殊情形 

垄断行为有两种特殊的情形值得一提。第一种情形是线性需求。如果反需求曲线为

,)( byayp −= 那么收入函数为

2)()( byayyypyr −== ，边际收入为 byayr 2)( −=′ 。因

此，边际收入曲线的陡峭程度是需求曲线陡峭程度的 2 倍。如果企业的成本函数为

cyyc =)( ，则其边际成本是常数。这样以来，我们就可以令边际收入等于边际成本，从而

直接求解出垄断价格和垄断产量： 

b

ca
y

2
* −=  

.
2

* ca
p

+=  

另外一种特殊情形是需求价格弹性为常数的需求函数

bApy −= 。在前面我们已经知道，

这个需求函数的需求价格弹性 by −=)(ε 。在这种情形下，我们可以运用（14.3）式，可得 

.
/11

)(
b

c
yp

−
=  

因此，对于需求价格弹性为常数的需求函数来说，价格等于边际成本的某个固定加成

（markup），加成数量取决于需求价格弹性。 

 

14.2 比较静态 

我们经常对垄断企业的产量和价格如何随成本的变动而变动感兴趣。为简单起见，假

设边际成本为常数。那么利润最大化问题为 

cyyyp
y

−)(max  

它的一阶条件为 

.0)()( =−′+ cyypyp  
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我们从标准的比较静态计算可知， dcdy / 的符号与一阶条件关于 c的导数的符号相同。容

易看出，这个符号为负，因此我们可以断言：当边际成本增加时，追求利润最大化的企业总

是会减少产量。 

我们更关注成本变化对价格的效应。使用链式法则可知 

,
dc

dy

dy

dp

dc

dp =  

从上述表达式可知 0/ >dcdp ，但是我们还想知道 dcdp / 的大小。 

标准的静态比较计算告诉我们 

.
/
/

22

2

y

cy

dc

dy

∂∂
∂∂∂−=

π
π

 

对利润函数求二阶导数可得 

.
)()(2

1

ypyypdc

dy
′′+′

=  

由此可知， 

.
)()(2

)(
ypyyp

yp

dc

dp
′′+′

′
=  

这个式子也可以写成 

.
)(/)(2

1
ypypydc

dp
′′′+

=  

使用这个表达式，可以容易看出上述两种特殊情形意味着什么。如果需求是线性的，那么

0)( =′′ yp 而且 .2/1/ =dcdp 如果需求函数的价格弹性是常数ε ，则 ).1/(/ εε +=dcdp 在

线性需求曲线的情形下，成本增加之后有一半的成本转嫁到价格之上。在需求函数的价格弹

性为常数的情形，价格上升数额大于成本上升数额——需求越是缺乏弹性，转嫁的成本越多。 

 

14.3 福利和产量 

我们在第 13章已经知道，在一定条件下，使得价格等于边际成本的产量水平是帕累托

有效率的。由于边际收入曲线总是位于反需求曲线的下方，显然垄断企业生产的产量必定小

于该帕累托有效率的产量。在本节我们将稍微详细地分析垄断造成的无效率问题。 

为简单起见，假设某经济体内只有一个消费者，该消费者的效用函数为拟线性的：

yxu +)( 。我们在第 13章已经知道，这种效用函数的反需求函数为 ).()( xuxp ′= 令 )(xc 表

示生产 x单位的 x产品所需要的 y产品的最小数量。则一个合理的社会目标是选择 x使得效

用最大： 
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).()()( xcxuxW −=  

这意味着社会最优的产量水平 ox 由下式给出 

).()()( ooo xcxpxu ′==′  

另外一方面，垄断产量水平满足条件 

).()()( mmmm xcxxpxp ′=′+  

因此，福利函数的导数在垄断产量处的值为 

.0)()()()()( >′′−=′−=′−′=′ mmmmmmm xxuxxpxcxuxW  

从 )(xu 为凹函数可知，产量增加会使效用增加。 

我们可以使用另外一种稍微不同的方法得到上述同样的结论。我们也可以将社会目标

函数写成消费者剩余与利润的和： 

)].()([])()([)( xcxxpxxpxuxW −+−=  

在垄断产量之处，利润关于 x的导数等于零，这是因为垄断企业选择能使利润最大的产量水
平。消费者剩余在 mx 之处的导数为 

,)()()()( mmmmmm xxpxxpxpxu ′−=′−−′  

上式当然是正的。 

 

14.4 质量选择 

垄断企业不仅选择产量水平，还选择产品的其它维度。例如，产品质量。假设我们可以

将产品质量用某个数值水平 q表示。我们假设效用和成本都取决于质量，我们采用的社会目

标函数为 

).,(),(),( qxcqxuqxW −=  

（和往常一样，为简单起见，我们假设效用为拟线性的。）我们假设质量是人们喜欢的东西，

因此 0/ >∂∂ qu ，生产这样的东西要花费成本，因此 0/ >∂∂ qc 。 

垄断企业的利润最大化问题为： 

).,(),(max
,

qxcxqxp
qx

−  

这个问题的一阶条件为 

x

qxc
x

x

qxp
qxp mm

m
mm

mm ∂
∂=

∂
∂+ ),(),(

),(  
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q

qxc
x

q

qxp mm
m

mm

∂
∂=

∂
∂ ),(),(

 

下面我们计算福利函数在 ),( mm qx 之处的导数值。我们有 

q

qxc

q

qxu

q

qxW
x

qxc

x

qxu

x

qxW

mmmmmm

mmmmmm

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

),(),(),(

),(),(),(

 

将一阶条件代入上面两个式子可得 

0
),(),( >

∂
∂−=

∂
∂

m
mmmm x

x

qxp

x

qxW
                  （14.4） 

m
mmmmmm x

q

qxp

q

qxu

q

qxW

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂ ),(),(),(

           （14.5） 

第一个式子表明，维持质量不变，垄断企业生产的产品数量与社会最优水平相比显得太少。

第二个式子的解释不是那么容易。由于 qp ∂∂ / 等于生产更多质量的边际成本（注意可把质

量理解为一种产品），它必定为正，因此福利关于质量的导数等于两个正数之差（见 14.5式），

因此它的符号为正还是负在表面上不容易看出。 

问题在于我们能否找到需求行为的某个可行条件，使得我们可以容易地确定上面这个

表达式的符号？如果我们将社会目标函数写为消费者剩余加上利润，而不是写成效用减去成

本，那么答案就非常容易看出。社会目标函数的形式为 

)],(),([]),(),([),( qxcxqxpxqxpqxuqxW −+−=  

                         =消费者剩余+利润 

现在对上式关于 x和q求导，并且求其在垄断产量之处的导数值。由于垄断企业是追求利润

最大化的，垄断利润关于产量和质量的导数必定等于零，这表明福利关于产量和质量的导数，

正好是消费者剩余关于产量和质量的导数。 

    消费者剩余关于产量的导数总是正的，这是垄断企业产量太少的另一种说法。消费者剩

余关于质量的导数的符号是不明确的，它可以为正也可以为负。它的符号取决于

./),(2 qxqxp ∂∂∂  

    为了看清这一点，请看图 14.2。当质量增加时，需求曲线向上移动而且（可能）变得平

缓或者陡峭。将这个移动分解为平移和转动，如图所示。消费者剩余不受需求曲线平移的影

响，因此总变化取决于反需求函数是变得更平坦还是更陡峭。如果反需求曲线变得更平缓，

则消费者的剩余下降，反之则反是。 

解释（14.5）式的另外一种方法是基于保留价格模型的考虑。将 ),( qxp 认为是消费 x的

保留价格，因此 ),( qxu 正好是保留价格之和。在这种解释方法下， xqxu /),( 是平均支付意

愿， ),( qxp 是边际支付意愿。我们可以将（14.5）重新写为 
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)].,(
),(

[
),(1

mm
m

mmmm

m

qxp
x

qxu

qq

qxW

x
−

∂
∂=

∂
∂

 

现在我们可以看到福利关于 q的导数和如下数量成比例，即与质量变动的平均支付意愿的导

数与质量变动的边际支付意愿的导数之差成比例。 

社会福利取决于消费者的效用之和或支付意愿之和；但是垄断企业只关注边际消费者

的支付意愿。如果上述两个值不相等，垄断企业的质量选择从社会角度看不是最优的。 

 

 

图 14.2：质量变动对消费者剩余的影响质量变动对消费者剩余的影响质量变动对消费者剩余的影响质量变动对消费者剩余的影响。当需求曲线向上移动并倾斜时，质量变动对消费者

剩余的影响仅取决于需求曲线倾斜的方向（即需求曲线更平缓还是更陡峭）。 

 

14.5 价格歧视 

粗略地讲，价格歧视就是向消费者销售某种商品时，不同数量段制定不同的价格，这

里的消费者可以是同一个消费者群体也可以是不同的消费者群体。垄断行为自然地涉及到价

格歧视问题，这是因为垄断企业如果能找到某种方法多销售一些产品，而且这种方法不会降

低当前售价时，它肯定就会多销售一些。 

企业为了使价格歧视策略可行，它必须具有区分消费者的能力以及阻止消费者转售的

能力。阻止转售通常问题不大，价格歧视最困难的部分在于区分消费者。最容易的情形是企

业可根据消费者的外在特征比如年龄进行区分。当企业必须在某些外在特征（例如消费者购

买的数量或购买的时间段）进行价格歧视时，有必要进行更复杂的分析。在这样的情形下，

垄断企业必须制定不同价格从而使得消费者根据自己所在的类型进行“自我选择”。 

价格歧视的传统分类要归功于庇古（Pigou,1920）。 

第一级价格歧视

．．．．．．．

（First-degree price discrimination），是卖方对每单位商品都索要不同
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的价格，使得每单位商品的价格等于消费者对该单位商品的最大支付意愿。这种价格歧视也

称为完全价格歧视

．．．．．．

（perfect price discrimination）。 

第二级价格歧视

．．．．．．．

（Second-degree price discrimination），是指价格根据购买的商品数量

不同而不同，但不是对人的歧视——同一人购买不同的数量也要支付不同的价格。这种价格

歧视也称为非线性定价

．．．．．

（nonlinear pricing）。每个消费者面对的是相同的价目表，但是这

个价目表中规定购买的数量不同价格也不同。数量折扣或奖励是最常见的例子。 

第三级价格歧视

．．．．．．．

（Third-degree price discrimination），是指不同的消费者群体支付的

价格不同，但是同一个消费者群体中的消费者对每单位商品支付的价格相同。这也许是最常

见的价格歧视的情形；常见的例子有对学生打折，或者一周内按照日期实施不同的价格。 

我们用一个非常简单的模型分析这些价格歧视的情形。假设有两个潜在的消费者，他

们的效用函数为 yxui +)( ，其中 2,1=i 。为简单起见，将效用标准化，因此 0)0( =iu 。消

费者 i对消费水平 x的支付意愿为 )(xri 。它是下列方程的解 

.)()()0( yxrxuyu iii +−=+  

上式的左侧是消费零单位商品 x的效用；右侧是支付 )(xri 消费 x单位商品的效用。由

0)0( =iu 可知， ).()( xuxr ii ≡  

与效用函数相伴的另外一个有用函数是边际支付意愿函数，也就是（反）需求函数。

这个函数衡量的是为了诱使消费者需求 x单位商品，每单位商品的价格应该为多大。如果消
费者在面对的每单位商品的价格 p的情形下选择最优消费量，他必须求解下列效用最大化

问题： 

yxui
yx

+)(max
,

 

使得 .mypx =+  

我们已经知道这个问题的一阶条件为 

).(xup i′=                           （14.6） 

因此，（14.6）式给出了反需求函数：诱使消费者 i 选择消费 x 单位商品的价格为
).()( xuxpp ii ′==  

我们假设消费者 2对商品的最大支付意愿，总是大于消费者 1对商品的最大支付意愿，

也就是 

)()( 12 xuxu > 对于所有 0>x 都成立               （14.7） 

我们还假设消费者 2的边际支付意愿，总是大于消费者 1的边际支付意愿，也就是 

)()( 12 xuxu ′>′ 对于所有 0>x 都成立               （14.8） 
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因此自然可以将消费者 2称为高需求

．．．

（high demand）的消费者，将消费者 1称为低需求

．．．

（low demand）的消费者。 

我们假设商品的卖方只有一个，它的边际成本为常数 c，因此该垄断企业的成本函数
为 .)( cxxc =  

 

14.6 第一级价格歧视 

我们暂时假设只有一个消费者，因此可以将区分消费者的下标 i去掉。垄断企业希望提
供给消费者能使它自己利润最大的价格和产量组合 ),( ** xr 。价格

*r 是要么接受要么走人的

价格（take-it-or-leave-it price），也就是说消费者可以支付 *r 消费 *x 单位商品，或者消费零

单位商品。 

垄断企业的利润最大化问题为 

cxr
xr

−
,

max  

使得 .)( rxu ≥  

约束条件表明消费者从消费 x商品中获得非负的剩余，否则他不会消费。由于垄断企业希望

r越高越好，因此约束条件变成了等式。 

将等式约束 rxu =)( 代入目标函数，可得到无约束的最大化问题 

cxxu
x

−)(max  

一阶条件决定了最优产量水平为 

.)( * cxu =′                           （14.9） 

给定这个产量水平，则消费者的要么接受要么走人的价格为 

).( ** xur ′=  

    这个解有几点值得注意。首先，垄断企业会选择帕累托有效率的产量水平——在该产量

水平上边际支付意愿等于边际成本。然而，垄断企业也会设法攫取该产量水平的所有利益—

—它的利润实现了最大而消费者正好在消费和不消费该商品之间无差异。 

第二，这个市场中的垄断企业生产的产量和竞争行业生产的产量是相同的。竞争行业会

在价格等于边际成本而且供给等于需求之处进行生产。这两个条件意味着 cxp =)( ，这正

好是（14.9）式外加（14.6）式中反需求函数的定义。当然，完全竞争情形下，对交易好处

的分配与完全价格歧视的垄断企业情形对交易好处的分配是不同的。在完全竞争情形下，消

费者得到的效用为

**)( cxxu − ，企业的利润为零。 

第三，如果垄断企业将每单位产品按不同的价格卖给消费者，则也可以实现与上述相
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同的结果。例如，假设企业将产量 x分解为 n单位，每单位的数量为 x∆ ，即 xnx ∆= 。那

么消费者对第一单位产品的支付意愿为 

,)()0( 1pmxumu −+∆=+  

或 

.)()0( 1pxuu −∆=  

类似地，消费者对第二单位产品的边际支付意愿为 

.)2()( 2pxuxu −∆=∆  

依次类推，直到找到消费者对第n单位产品的边际支付意愿，这样我们就得到了下列一系列

等式， 

npxuxnu

pxuxu

pxuu

−=∆−

−∆=∆
−∆=

)())1((

...

)2()(

)()0(

2

1

 

将这n个式子相加并且使用标准化的效用 0)0( =u ，可得 )(
1

xup
n

i n =∑ =
。也就是说边际支

付意愿之和必定等于总支付意愿。因此，垄断企业采用下列哪种价格歧视方法，结果是一样

的：一是制定的价格让消费者要么接受要么走人；二是对每单位商品都按照消费者最高的边

际支付意愿进行销售。 

 

14.7 第二级价格歧视 

第二级价格歧视有时称为非线性定价。例如数量折扣，在这种情形下，企业的销售收

入是销量的非线性函数。在这一节我们分析第二级价格歧视的一个简单问题。 

回顾前文引入的符号。有两个消费者，他们的效用函数分别为 111 )( yxu + 和

222 )( yxu + ，其中我们假设 )()( 12 xuxu > 而且 )()( 12 xuxu ′>′ 。我们将消费者 2称为高需求

的消费者，将消费者 1称为低需求的消费者。总支付意愿较大意味着边际支付意愿也较大的

这个假设有时称为单次

．．

相交的性质

．．．．．

（single crossing property），因为这个假设意味着这两

个人的任何两条无差异曲线最多相交一次。 

假设垄断企业选择的是某个（非线性）函数 )(xp ，这个函数表明如果消费者需求 x单

位商品它应该索要的价格为多少。假设消费者 i需求 ix 单位，该消费者支付的钱数为

iii xxpr )(= 元。无论是从消费者还是从垄断企业的观点来看，最关键的事情是消费者支付

了 ir 元购买了 ix 单位的商品。因此，函数 )(xp 的选择问题化简为 ),( ii xr 的选择问题。消费

者 1选择 ),( 11 xr ，消费者 2选择 ),( 22 xr 。 

垄断企业面临的约束是这样的。首先，每个消费者必定希望消费 ix 单位的商品而且愿
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意支付价格 ir ： 

.0)(

0)(

222

111

≥−
≥−

rxu

rxu
 

上面两个式子是说，每个消费者消费 x商品的状况至少要和不消费一样好。其次，每个消费

者必须偏好他自己的消费胜于别人的消费，即： 

.)()(

)()(

112222

221111

rxurxu

rxurxu

−≥−
−≥−

 

这样的条件称为自我选择的约束

．．．．．．．

（self-selection constraints）。如果方案 ),( 21 xx 可行，即消

费者会自动地量体裁衣地进行选择，那么与消费其他人的商品束相比，每个消费者必定偏好

消费为他量身定做的商品束。 

将上一段落中的不等式整理可得 

)( 111 xur ≤                                  （14.10） 

221111 )()( rxuxur +−≤                       （14.11） 

)( 222 xur ≤                                 （14.12） 

.)()( 112222 rxuxur +−≤                      （14.13） 

当然，垄断企业希望选择尽可能大的 1r 和 2r 。由此可知一般来说前两个不等式中有一

个是具有约束力的（binding），后面两个不等式中有一个是有约束力的。可以证明我们前面

的假设 )()( 12 xuxu > 和 )()( 12 xuxu ′>′ 足以保证我们确定哪一个不等式是具有约束力的，下

面我们将证明这一点。 

不妨假设(14.12)式是具有约束力的。那么（14.13）式意味着 

,)( 11222 rxurr +−≤  

或 

.)( 112 rxu ≤  

使用（14.7）式，我们可以写为 

,)()( 11211 rxuxu ≤<  

这与（14.10）式矛盾。由此可知，（14.12）是不具有约束力的，（14.13）是具有约束力的。

我们指出一个事实，这个事实将来我们会用到： 

.)()( 112222 rxuxur +−=                    （14.14） 

现在考虑（14.10）式和（14.11）式。如果（14.11）是具有约束力的，我们有 
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.)()( 221111 rxuxur +−=  

将（14.4）式代入可得 

,)()()()( 1122221111 rxuxuxuxur +−+−=  

这意味着 

).()()()( 11211222 xuxuxuxu −=−  

我们可以将上式重新写为 

.)()(
2

1

2

1
21 ∫∫ ′=′

x

x

x

x
dttudttu  

然而，这违背了 )()( 12 xuxu ′>′ 这个假设。由此可知，（14.11）是不具有约束力的，（14.10）

是具有约束力的，因此 

).( 111 xur =                           （14.15） 

（14.4）式和（14.15）式是说企业会向低需求消费者索要他们的最高支付意愿，企业

会向高需求消费者索要能诱使他们消费 2x 而不是 1x 的最高价格。 

垄断企业的利润函数为 

],[][ 2211 cxrcxr −+−=π  

将 1r 和 2r 代入上式可得 

].)()()([])([ 2111222111 cxxuxuxucxxu −+−+−=π  

因此，我们得到的最大化问题为 

])()()([])([max 2111222111
, 21

cxxuxuxucxxu
xx

−+−+−  

它的一阶条件为 

0)()()( 121111 =′−′+−′ xuxucxu                  （14.16） 

.0)( 22 =−′ cxu                 （14.17） 

整理（14.6）式可得 

,)]()([)( 111211 cxuxucxu >′−′+=′              （14.18） 

这意味着低需求消费者对商品的边际评价大于商品的边际成本。因此他购买的数量是无效率

的较小数量。（14.17）式是说在最优的非线性价格上，高需求消费者的边际支付意愿等于边

际成本。因此高需求消费者消费的数量从社会角度看是最优数量。 

注意如果一次相交的性质得不到满足，那么（14.18）式括号内的项将是负的，这意味

着低需求消费者消费的数量将大于在有效率点上的消费量。这种情形可能发生，但它的确比
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较特殊。 

高需求消费者支付边际成本是一种普遍的现象。如果高需求消费者支付的价格大于边

际成本，垄断企业会向最大的消费者稍微降低一些价格，从而诱使他购买更多数量。由于稍

微降价后，价格仍然大于边际成本，垄断企业在这些额外数量的销售上仍有利润可赚。而且，

这样的策略不会影响垄断企业从其他消费者身上得到的利润，因为垄断企业在在这些消费者

的低价值的消费上已将利润榨干。 

 

例子：使用图形进行分析 

价格歧视中的自我选择问题可以借助图形进行分析。图 14.3 画出了两个消费者的需求

曲线；为简单起见，假设边际成本为零。图 14.3A画出的是不存在自我选择问题的价格歧视。

企业将分别向高需求消费者和低需求消费者出售

o
hx 单位和 o

lx 单位产品，售价分别等于这两

个消费者各自的消费者剩余，也就是各自需求曲线下方的面积。因此，高需求的消费者支付

CBA ++ ，消费

o
hx 单位产品；低需求消费者支付 A，消费 o

lx 单位产品。 

 

 

图 14.3：第二级价格歧视第二级价格歧视第二级价格歧视第二级价格歧视。A图画出的是不存在自我选择问题时的解；B图表明减少低需求

消费者的消费束能够增加利润；C图给出了低需求消费者的利润最大化的消费水平。 

    然而，这样的策略违背了自我选择的约束。高需求的消费者将偏好和选择低需求消费者

的消费束，因为这样做他可以得到消费者剩余B。为了满足自我选择的约束，垄断企业必
须以价格 CA + 供给

o
hx ，这样一来无论高需求消费者怎么选择都可以得到消费者剩余B。 

这种策略是可行的，但它是最优的吗？答案是否定的：如果垄断企业提供给低需求消

费者稍微小一点的消费束，该企业损失的利润相当于图 14.3B中黑色三角形区域那么大，但

是却获得了相当于阴影梯形面积那么大的利润。稍微减少提供给低需求消费者的消费束不会

对利润的一阶条件产生影响，这是因为在

o
lx 处边际支付意愿等于零。然而，它在非边际上

增加了利润，因为高需求消费者的支付意愿在这一点上大于零。 

在低需求消费者的利润最大化的消费水平

m
lx 处（图 14.3C），进一步降低价格使得从低
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需求消费者身上获得利润的边际下降利润的边际下降利润的边际下降利润的边际下降

．．．．．．．

（marginal decrease） 1p ，正好等于从高需求消费者身

上获得利润的边际增加 12 pp − 。（注意，这一结论也可从（14.18）式推知。）最终的结果是

低需求消费者支付 A从而消费 m
lx ，因此，他的消费者剩余为零；高需求消费者消费量为 o

hx ，

这正是社会最优数量。高需求消费者为此支付的钱数等于 DCA ++ ，这使得他得到了消费

者剩余 .B  

 

14.8 第三级价格歧视 

第三级价格歧视是指企业对不同消费者索要不同的价格，但是每个消费者购买任何单

位商品的价格都是相同的。这也许是价格歧视最常见的形式。 

以教材为例，通常有两个分离的市场，企业可以很容易地将这两个市场隔离。另外一

个例子是根据年龄进行歧视定价，例如电影对年青人打折。如果我们令 )( ii xp 表示消费者群

体 i的反需求函数，那么垄断企业的利润最大化问题为 

21222111
,

)()(max
21

cxcxxxpxxp
xx

−−+  

这个最大化问题的一阶条件为 

cxxpxp =′+ 11111 )()(  

.)()( 22222 cxxpxp =′+  

令 iε 表示市场 i（即消费者群体 i）的需求价格弹性，我们可以将上述两个式子改写为 

cxp =− ]
1

1)[(
1

11 ε
 

.]
1

1)[(
2

22 cxp =−
ε

 

由此可知，当且仅当 21 εε < 时， )()( 2211 xpxp > 。因此，市场的需求价格弹性绝对值越

大，即市场对价格越敏感，则企业索要的价格越低。 

现在假设垄断企业不能将市场分割得一清二白，因此它在一个市场索要的价格会影响

另一个市场的需求。例如，某个剧院在星期一晚上打折；那么星期一较低的价格会在一定程

度上影响星期二的需求。 

在这种情形下，该垄断企业的利润最大化问题为 

,),(),(max 2122121211
, 21

cxcxxxxpxxxp
xx

−−+  

一阶条件为 
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cx
x

p
x

x

p
p =

∂
∂+

∂
∂+ 2

1

2
1

1

1
1  

.1
2

1
2

2

2
2 cx

x

p
x

x

p
p =

∂
∂+

∂
∂+  

将上述条件整理变形可得 

cx
x

p
p =

∂
∂+− 2

1

2

1
1 ]

1
1[

ε
 

.]
1

1[ 1
2

1

2
2 cx

x

p
p =

∂
∂+−

ε
 

由于我们假设效用是拟线性的，由此可知 1221 // xpxp ∂∂=∂∂ ；也就是说交叉价格效应

是对称的。上面第一式减去第二式可得 

.][]
1

1[]
1

1[
1

2
21

2
2

1
1 x

p
xxpp

∂
∂−=−−−

εε
 

自然可以假设这两种商品是互相替代的——毕竟它们是同种商品只不过销往不同的消费者

群体而已——因此 .0/ 12 >∂∂ xp  

不失一般性，不妨假设 21 xx > ，那么根据上面的式子立即可知 

.0]
1

1[]
1

1[
2

2
1

1 >−−−
εε

pp  

重新整理可得 

.
/11

/11

1

2

2

1

ε
ε

−
−

>
p

p
 

根据上式可知，如果 12 εε > ，则必有 .21 pp > 也就是说，如果较小的市场的需求更富有弹

性，该市场的价格必定较低。因此，分离市场的这种直觉在某些额外假设条件下，适用于更

广泛的情形。 

 

福利效应 

    对第三级价格歧视的很多讨论都要涉及到允许这种歧视存在的福利效应问题。第三级价

格歧视存在与不存在相比，消费者剩余与生产者剩余之和是更大还是更小？ 

下面我们分析这个问题。首先构造一个福利改进的一般性检验。为简单起见，假设只

有两种消费者群体，他们的总效用函数为 yxxu +),( 21 。其中， 21, xx 分别表示两个群体的

消费数量， y是其他所有商品的消费钱数。这两种商品的反需求函数为 
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.
),(

),(

),(
),(

2

21
212

1

21
211

x

xxu
xxp

x

xxu
xxp

∂
∂=

∂
∂=

 

我们假设 ),( 21 xxu 是凹而且可微的函数，但是需要指出这个假设不是必需的。 

令 ),( 21 xxc 表示供给 1x 和 2x 的成本，因此社会福利为 

).,(),(),( 212121 xxcxxuxxW −=  

现在考虑产量的两个组合 ),( 0
2

0
1 xx 和 ),( 21 xx ′′ ，与此相伴的价格分别为 ),( 0

2
0
1 pp 和 ),( 21 pp ′′ 。

由 ),( 21 xxu 为凹函数的假设可知， 

)(
),(

)(
),(

),(),( 0
22

2

0
2

0
10

11
1

0
2

0
10

2
0
121 xx

x

xxu
xx

x

xxu
xxuxxu −′

∂
∂+−′

∂
∂+≤′′  

重新整理并且使用反需求函数的定义，可得 

.2
0
21

0
1 xpxpu ∆+∆≤∆  

类似地，可得 

.2211 xpxpu ∆′+∆′≥∆  

由于 cuw ∆−∆=∆ ，我们得到最终的结果： 

.22112
0
21

0
1 cxpxpWcxpxp ∆−∆′+∆′≥∆≥∆−∆+∆          （14.9） 

在边际成本为常数的情形， 21 xcxcc ∆+∆=∆ ，因此上式变为 

.)()()()( 22112
0
21

0
1 xcpxcpWxcpxcp ∆−′+∆−′≥∆≥∆−+∆−     （14.20） 

注意，这些福利的上下限具有很好的一般性，因为我们只假定了效用函数的凹形，这个假设

反过来，只是要求需求曲线向下倾斜。Varian（1985）使用间接效用函数推导出的不等式，

一般性稍微更高。 

为了将这些不等式应用于价格歧视的问题，令初始价格为不变的垄断价格，因此

00
2

0
1 ppp == ，令 ),( 21 pp ′′ 为歧视价格。则（14.20）的上下界变为 

.)()())(( 221121
0
1 xcpxcpWxxcp ∆−′+∆−′≥∆≥∆+∆−       （14.21） 

    上界意味着福利增加的必要条件是总产量增加。假设与此相反即总产量下降

021 <∆+∆ xx 。由于 00 >− cp ，（14.21）意味着 0<∆W 。下界给出了在价格歧视情形下

福利增加的充分条件，这个条件为加权产量变动之和为正，其中权重等于价格减去边际成本。 

图 14.4给出了上下界的简单几何表示。福利增加 W∆ 用梯形表示。这个梯形的面积显

然是有上下界的，这些界就是两个矩形的面积。 
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作为福利上下界的一个简单应用，我们分析两个市场的需求曲线均为线性的情形， 

1111 pbax −=  

.2222 pbax −=  

为简单起见，假设边际成本等于零。那么如果垄断企业实施价格歧视，他的销售收入最大时

有 2/11 ax = 和 2/22 ax = 。 

 

 

图 14.4：福利上下界的图示福利上下界的图示福利上下界的图示福利上下界的图示。梯形区域是消费者剩余的真正变动。 

现在假设该企业的产品在两个市场上的售价相同，则总需求曲线为 

.)( 212121 pbbaaxx +−+=+  

这种情形下，为使销售收入最大，垄断企业的产量选择为 

2
21

21

aa
xx

+=+  

因此，在线性需求的情形下，价格歧视下的总产量和一般垄断情形下的总产量是相同的。于

是（14.21）给出的上下界意味着在价格歧视的情形下，福利必定降低。 

    然而，上述结论依赖于垄断企业在这两个市场上都进行销售的假设。否则上述结论就不

成立。例如假设市场 2很小，如果不允许价格歧视，追求利润最大化的企业将会选择在市场

2的销量零单位产品（即不销售）。如图 14.5所示。 

    在这种情形下，允许价格歧视将导致 01 =∆x 以及 02 >∆x ，这使得（14.21）中福利变

动符号不明朗。当然，这不仅是福利变动，事实上它是一种帕累托改进。 
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    这个例子很稳健。如果由于价格歧视而新开了一个市场，这个市场在普通的垄断情形下

是不存在的，那么我们将有帕累托改进，福利提高了。另一方面，如果线性需求是个不错的

一阶近似，产出不会因为价格歧视而剧烈变化，那么我们预期福利的净影响是负的。（本章

结束）■ 

 

注释 

    我们对质量选择的讨论是基于 Spence（1975）。若想了解价格歧视的更多内容，请参考

Varian（1989a）。 

 

习题 

14.1反需求函数为 ( ) 10p y y= − ，某垄断者的供给固定为 4单位商品。求他的销量和售价。

在竞争性的市场下，如果需求和供给仍具有这些特征，求响应的产量和售价。如果该垄断者

可以供给 6单位商品，将会出现什么样的情形？[假设自由取舍（free disposal）] 

14.2假设某垄断者面对的需求曲线为 ( ) 10D p p= − ，他可以供给 7单位商品。他的利润最

大化价格为多少？他的最大利润为多少？ 

14.3 某垄断者面临的需求曲线为 10 /x p= ，他的边际成本固定为 1。求他的利润最大化产

量。 

14.4什么样的需求曲线有 / 1dp dc = ？ 

14.5假设某垄断者面临的反需求曲线为 ( , )p y t ，其中 t是使得需求曲线移动的参数。为简单

起见，假设该垄断者的技术具有边际成本不变性质。推导出表明产量如何随 t的变化而变化
的公式。如果 ( , )p y t ay bt= + ，化简你推导出的上面的那个式子。 

14.6 某垄断者面临的需求曲线为 ( ) 10 /D p p= ，他的边际成本为正数c。求他的利润最大

化产量。 

14.7假设边际成本固定为 0c > ，需求函数为 

10 / 20
( )

0 20

p p
D p

p

≤
=  >

若

若

 

求利润最大化价格。 

14.8给定垄断者的数量选择，对于什么样的效用函数和需求曲线来说，该垄断者生产的质量

水平是最优的？ 

14.9 在教材中，我们用图形论证了如果 2 / 0p x q∂ ∂ ∂ > ，那么 / / 0u q x p q∂ ∂ − ∂ ∂ < 。现在

请用代数方法证明。证明步骤如下： 
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  1）证明题目中的假设意味着如果 z x< ，则 

( , ) ( , )p z q p x q

q q

∂ ∂<
∂ ∂

。 

  2）将上式左侧用效用函数进行表达。 

  3）不等式两侧对 z积分，积分区间为[0, ]x 。 

14.10价格歧视的一种常见方法是：消费者缴纳一笔“入场费”后才有权购买商品，然后再

按每单位商品成本收取消费费用。标准的例子是游乐园，垄断者收取门票后，再对游乐项目

收费。这样的定价策略称为两部收费制（two part tariff）。假设所有消费者的效用函数相同，

都为 ( )u x ，垄断者的供给成本为 ( )c x 。如果采取两部收费制，垄断者生产的产品数量是大

于还是小于有效率的产量？ 

14.11 考虑第二级价格歧视问题的图形。仔细查看教材图 14.3C，回答下列问题：在什么样

的条件下，垄断者只会把商品卖给高需求的消费者？ 

14.12 如果垄断者选择把商品既卖给高需求的消费者，又卖给低需求的消费者。证明面积 B

必定小于面积 A。 

14.13 假设有两个消费者，每个消费者可能购买一单位商品。如果商品的质量为 q，那么消

费者 t达到的效用为 ( , )u q t 。假设垄断者生产质量的成本为零。令消费者 t愿意为质量q支

付的价格为 tw 。垄断者无法区分这两个消费者，因此必须提供至多两种不同的质量让消费

者自由选择。构建垄断者的利润最大化问题，并详细分析。提示：这个问题和你以前见过的

什么样的问题类似？ 

14.14我们也可以认为垄断者选择价格而把销量交给市场决定。写出垄断者的利润最大化问

题，证明在利润最大化价格上有 (1 1/ ) ( )p c yε ′+ = 。 

14.15某个垄断者的生产技术具有边际成本不变的性质，即 ( )c y cy= 。市场需求曲线具有不

变的弹性ε 。政府对该垄断者出售的商品征收从价税τ ，因此当消费者支付价格 DP 时，该

垄断者得到的价格为 (1 )S DP Pτ= − 。（此处 DP 是消费者的需求价格， SP 是垄断者的供给价

格。） 

    税收部门打算将从价税改为从量税 t，因此 D SP P t= + 。t为多大时（用τ 表示），消费

者面对的最终价格在这两种税的情形下都是一样的？ 

14.16【与 14.5是同一个题目，重复，略去】 

14.17考虑一个简单经济，这个经济运行起来就象一个消费者的行为，该消费者的效用函数

为 1 1 2 2( ) ( )u x u x y+ + ，其中 1x 和 2x 分别为商品 1和 2的数量，y为花费在所有其他商品上

的钱。假设商品 1的供给者是竞争性的，商品 2的供给者是垄断性的。商品 i的成本函数记
为 ( )i ic x ，政府对行业 i的产品征收数额为 it 的从量税。假设 0ic′′> ， 0ip′′< 和 0ip′ < 。 

  （a）分别推导出 1,2i = 的 /i idx dt 的表达式，并确定它们的符号。 
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  （b）给定产出变化 1 2( , )dx dx ，推导出福利变化的表达式。 

  （c）假设我们考虑对其中一个行业征税，并用征得的税收收入补贴另外一个行业。我们

应该对竞争性行业还是垄断性行业征税？ 

14.18有两个消费者，他们的效用函数分别为 1 1 1 1 1 1( , )u x y a x y= + 和 2 2 2 2 2 2( , )u x y a x y= + 。

商品 y的价格为 1，而且每个消费者的初始财富都“较大”。已知 2 1a a> 。两种商品的消费

量都不能为负。 

商品 x是由某个垄断者供给的。该垄断者的边际成本为零，但有产能约束：他至多只能
供给 10单位的商品 x。该垄断者至多提供两个价格数量组合 1 1( , )r x 和 2 2( , )r x 。这里的 ir是

消费者购买 ix 单位商品支付的钱数。 

  （a）写出该垄断者的利润最大化问题。约束条件应该有 4 个，另外还有产能约束

1 2 10x x+ ≤ 。 

  （b）在最优解的情形下，哪个约束是等式约束？ 

  （c）将那些约束条件代入目标函数。最终得到的表达式是什么样的？ 

  （d） 1 1( , )r x 和 2 2( , )r x 的最优值分别为多少？ 

14.19 某垄断企业在两个市场销售产品。该垄断者的产品的需求曲线：在市场 1 为

1 1 1 1x a b p= − ；在市场 2为 2 2 2 2x a b p= − 。这里的 1x 和 2x 分别为两个市场的销量； 1p 和 2p

分别为两个市场的售价。该垄断企业的边际成本为零。注意，尽管它在两个市场上能索要不

同的价格，但对同一个市场销售的所有单位产品只能索要相同的单位价格。 

  （a）参数 1 1 2 2( , , , )a b a b 满足什么条件时，该垄断企业的最优策略是不进行价格歧视？（假

设解为内部解，忽略边界解。） 

  （b）假设需求函数的形式为 ib
i i ix A p−= （其中 1,2i = ），该垄断企业的边际成本为常数

0c > 。在什么样的条件下，它会选择不进行价格歧视？（假设解为内部解，忽略边界解。） 

14.20某垄断企业想使得 ( ) ( )p x x c x− 最大化。为了分享一些垄断利润，政府对企业的收入

征收数量为 t的税，从而使得该垄断企业的目标函数变为 ( ) ( ) ( )p x x c x tp x x− − 。最初，政

府保存着这笔税收收入。 

  （a）这个税增加还是降低了垄断企业的产量？ 

  （b）现在政府决定将税收收入返还一部分给购买该垄断企业产品的消费者。每个这样的

消费者都能得到一定的退款。具体地说，代表性消费者若花费了 px元购买该垄断企业的产

品，他得到的退款为 tpx元。假设该消费者的偏好是拟线性的，推导出该消费者的反需求函

数，它是 x和 t的函数。 

  （c）该退税计划对垄断企业的产量有何影响？ 

14.21【与 14.15相同，重复，略去】 
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14.22 某垄断企业的成本函数为 ( )c y y= ，因此它的边际成本固定为 1。它面对的需求曲线

如下： 

0 20;
( )

100 / 20.

p
D p

p p

>
=  ≤

若

若

 

  （a）利润最大化的产量为多少？ 

  （b）如果政府对该垄断企业的产品规定了价格上限，迫使它象竞争性企业一样，政府设

定的价格为多少？ 

  （c）如果该企业被迫使象竞争性企业一样，它的产量为多少？ 

14.23 某个经济体有两类消费者和两种商品。类型 A 的消费者的效用函数为

2
1 2 1 1 2( , ) 4 ( / 2)U x x x x x= − + ； 类 型 B 的 消 费 者 的 效 用 函 数 为

2
1 2 1 1 2( , ) 2 ( / 2)U x x x x x= − + 。消费者消费的数量不能为负。商品 2的价格为 1，每个消费

者的收入都为 100元。类型 A和 B的消费者各有 N个。 

  （a）假设商品 1是由某个垄断企业生产，它生产每单位商品 1 的成本固定为 c，它不能

实施任何形式的价格歧视。计算它的价格和数量。c为多少时，它将选择将商品 1卖给类型

A的消费者也卖给类型 B的消费者？ 

  （b）假设该垄断企业使用“两部收费制”。在这种收费方法下，消费者需要支付一笔入场

费 k之后才有权购买它的产品。在支付了入场费之后，消费者能以 p的单位价格购买任意

数量。消费者不能转售商品 1。如果 4p < ，类型 A的消费者为了有权以价格 p购买产品，

他对入场费的支付意愿为多大（即 k的最大值）？如果类型 A的消费者的确支付了入场费，

他将会购买多少商品 1？将类型 A 消费者对商品 1的需求表达为 p和 k的函数。类型 B的

消费者对商品 1 的需求函数是什么？现在将所有消费者对商品 1 的总需求表达为 p和 k的

函数。 

  （c）如果经济体只包含 N个类型 A的消费者，不存在类型 B的消费者。利润最大化时 p

和 k各为多少？ 

  （d）如果 1c < ，计算在两类消费者都购买产品这个约束条件下，使得垄断企业利润最大

的 p值和 k值。 
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15博弈论 
 

博弈论

．．．

（Game theory）研究的是决策制定者的互动。在以前的章节中我们研究的是单

个行为人（一个企业或一个消费者）在非常简单环境中的最优决策。在这样的情形下，行为

人之间的互动不是非常复杂。在本章我们将为更复杂环境中经济人的行为分析奠定基础。 

研究决策制定者的互动行为可从多个方向入手。你可以从社会学、心理学、生物学等角

度分析他们的行为。这些方法在相应的环境中各有用处。博弈论强调的是冷血般的“理性”

决策分析，因为人们认为这是绝大多数经济行为最适宜的分析方法。 

在过去的几十年里，博弈论已被广泛应用于经济分析，人们在经济模型的策略性互动的

本质解释方面取得了很多进展。的确，很多经济行为可以看成博弈论的特殊情形，博弈论已

称为经济学家必不可少的分析工具。 

 

15.1博弈的描述 

博弈的描述方法有若干种。对于我们的目的来说，策略形和展开形已经足够用了。大

致来说，展开形是对博弈“展开”进行描述，而策略形则提供了博弈信息的“缩减版本的”

概述。我们首先描述策略形，而将展开形留待介绍序贯博弈时才开始使用。 

博弈的策略形提供了下列信息：一组选手；一组策略；每个选手可以作出的选择；一

组收益数据，表明每个选手若选择某个策略组合时的收益情况。为了方便介绍，在本章我们

仅介绍两人博弈。下面介绍的所有的概念可以容易地推广到多人博弈的情形。 

我们假设博弈的描述——每个选手可得到的收益以及可使用的策略——是选手们所共

知的。也就是说，每个选手不仅知道他自己的收益和策略，而且知道别的选手的收益和策略。

更进一步，每个选手知道其他选手也知道这些信息，等等。我们还假设每个选手都是“完全

理性的”，也就是说给定选手的主观信念，每个选手可以选择自己的行为最大化自己的效用，

而且当新信息出现时，这些选手可以根据贝叶斯法则（Bayes’ law）修改自己的主观信念。 

博弈论，是标准的单人决策理论的一般化形式。如果两个追求效用最大化的消费者的

效用取决于对方的选择，每个消费者将如何作出选择？显然，每个消费者在作出合理的选择

之前必须考虑其他选手面对的问题。下面我们看这样的一个例子。 

 

例：硬币配对 

在这个博弈中，有两个选手，行选手和列选手（以下简称 R和 C）。每个选手都有一枚

硬币，每个人可以决定自己的硬币是正面向上还是反面向上。因此，每个选手有两个策略—

—我们简称为正面和反面策略（heads and tails）。一旦每个人选定了策略，就会产生相应的
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收益。每个选手的收益都取决于双方作出的选择。 

每个选手独立作出选择，他们在做决策时都不知道对方的选择。假设如果两个选手的

硬币都是正面向上或者反面向上，那么 R赢得一元 C输掉一元钱。与此相反，如果一个选

手的硬币正面向上而另一个选手的反面向上，那么 C赢得一元 R输掉一元钱。 

 

 

表 15.1:硬币配对博弈矩阵 

我们可以使用博弈矩阵

．．．．

（game matrix）刻画这个策略性互动。盒内元素（正面，反面）

表示如果这个策略组合被选中的话，选手 R的收益为 1− 且 C的收益为 1+ 。注意，在盒内

每个元素中，R 的收益正好是 C 的收益的相反数。换句话说，两个选手的收益之和为零，

因此这样的博弈称为零和博弈

．．．．

（zero-sum game）。在零和博弈中，选手的收益是截然相反

的而且特别容易分析。然而，经济中的博弈大都不是零和博弈。 

 

例子：囚犯的困境 

这个博弈中仍然有两个选手 R 和 C，但是现在他们的利益只是部分冲突。每个选手都

有两个策略：合作和背叛。在最初版本的故事中，R 和 C 是同案犯。他们可以选择合作拒

绝承认罪行，或者选择背叛从而供出另一方。 

在其他情形下，合作和背叛有其他的解释。例如，在两个寡头的情形下，合作表示“继

续索要高价”，背叛表示“降价从而抢夺竞争对手的市场”。 

Aumann(1987)介绍了一个极其简单的囚犯的困境。在这个博弈中，每个选手向仲裁人

宣称：“给我 1000元，”或者“给对方 3000元”。注意，这里涉及的金钱来自第三方而不是

就行博弈的选手；囚犯的困境是个变和博弈

．．．．

（variable-sum game）。 

选手在博弈之前可以就博弈事项就行讨论，但是在实际决策时必须是独立决策。每个

选手的合作策略是宣布赠送对方 3000元，而背叛策略是自己拿走 1000元（并且逃跑！）。表

15.2给出了 Aumann版本的囚犯困境的收益矩阵，收益的单位为 1000元。 

稍后我们将详细分析这个博弈，但在此之前我们先要指出这里的“困境”所在。问题

在于每个选手都有背叛的动机，无论他是否相信对方合作。如果我相信对方会选择合作的策

略给我 3000元，那么我如果选择背叛就可以一共得到 4000元。另一方面，如果我相信对方
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将会背叛从而拿走 1000元，那么我最好也是拿走 1000元。 

 

 

表 15.2：囚犯的困境 

 

例子：古诺的双寡头模型 

考虑一个简单的双寡头之间的博弈，该问题首先由古诺[Cournot（1838）]进行了分析。

我们假设有两家企业生产相同的产品，而且生产成本均为零。每个企业都不知道对方的产量

决策，但每个企业都需要作出产量决策。如果这两家企业生产的产品数量一共为 x，则市场
价格为 )(xp ，也就是说， )(xp 是这两个企业面临的反需求曲线。 

如果企业 i 的产量水平为 ix ，市场价格将为 )( 21 xxp + ，企业 i 的利润为

ii xxxp )( 21 +=π 。在这个博弈中，企业 i的策略是选择产量水平，企业 i的收益为它自己

的利润。 

 

例子：伯特兰的双寡头模型 

在这个模型中，基本构造同上例中的古诺博弈，唯一不同的是每个选手的策略现在变

为，给定任何产品数量，他要报出自己愿意供给该数量的价格。在这种情形下，收益函数的

形式发生了很大的变化。显然消费者只会从报价最低的企业购买产品；如果这两个企业的报

价相同，消费者从这两个企业购买的数量相同。令 )( px 表示需求函数，这样我们就得到了

企业 1的收益： 









>
=
<

=
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2/)(
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21

2111

2111
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pp
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这个博弈的结构类似于囚徒困境的结果。如果两个选手合作，他们可以索要的价格为

垄断价格，每个选手都得到垄断利润的一半。但是每个选手稍微降价从而占有整个市场的诱

惑总是存在。然而如果两个选手都降低价格，那么他们的状况都变坏了。 

 

15.2策略性选择的经济模型 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 241 

注意古诺博弈和伯特兰博弈的结构截然不同，尽管它们看起来都是模拟同一种经济现

象——双寡头。在古诺博弈中，每个企业的收益是它自身的策略性选择的连续函数；在伯特

兰博弈中，收益是策略的非连续函数。正如我们的预期，它们导致截然不同的均衡结果。这

些模型中的哪一个是“正确的”？ 

抽象地问哪个模型是“正确的”毫无意义。答案取决于你想模拟的情形是什么样的。

因此更有益的问题是：在模拟行为人的策略集时应该考虑哪些事项。 

一种方法是根据现实证据进行判断。如果我们注意到石油输出国组织(OPEC)在报告中

指出，它们试图确定每个成员国的生产份额，但油价交由世界石油市场确定。那么，对该博

弈策略的合理模拟应从产量水平而不是价格入手。 

另外一个应该考虑的事项是，策略是承诺性质的或者一旦观测到对手的行为策略很难

被改变。上面介绍的那些博弈是“一次性”博弈，但是这些博弈模拟的事实却是实时发生的。

假设我会我的产量选择了一个价格，然后发现我的竞争对手稍微降低了一些价格。在这种情

形下，我会立即修改我的价格。既然一旦知道了对手的策略，我可以很快修改我自己的策略，

那么使用一次型博弈模拟这种互动是不合理的。因此，在分析这类价格制定的博弈中，为了

描述详细的策略互动，我们应该使用多阶段的博弈。 

另一方面，假设我们将古诺博弈中的产量解释为“产能”，产能是很难被撤销和修改的。

在这种情形下，如果我发现了竞争对手的产量水平，我要想改变我自己的产量将要花费很大

的代价。因此产能或产量似乎是合理的策略性变量，即使在一次性博弈中也是比较合理的。 

和大多数其他经济模型一样，如何表示博弈的策略性选择（能够描述现实策略互动的

细节）而又让该博弈容易分析，是一门艺术。 

 

15.3解的概念 

在很多博弈中，策略性互动的本质意味着选手在选择策略时不想让对方事先猜测到他

的选择。例如，在前面讨论的硬币配对博弈中，两个选手显然都不希望对方能够准确猜测到

他自己的选择。因此，自然可以考虑选择随机策略，比如使正面向上的概率为 hp ，使反面

向上的概率为 tp 。这样的策略称为混合策略（mixed strategy）。如果某个策略被选择的概率

为 1，那么这个策略称为纯策略（pure strategy）。 

令 R表示行选手可以使用的纯策略集，则行选手可以使用的混合策略是在 R上所有概

率分布组成的集合，其中在 R中选择策略 r的概率为 rp 。类似地， cp 表示列选手在其纯策

略集 C中选择策略c的概率。为了找到该博弈的解，我们要找到一组混合策略 ),( cr pp ，这

组策略在某种意义上是均衡的。有时，均衡混合策略解中某些选择的概率为 1，这样的情形

我们称为纯策略。 

寻找解概念的自然出发点是标准的决策理论：我们假设每个选手对其他选手的策略选

择具有概率信念；而且假设每个选手选择使得他自己期望收益最大的策略。 
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例如假设行选手的收益为 ),( crur 如果行选手选择 r而且列选手选择 c。我们假设行选

手对于列选手的选择具有主观上的概率分布，以 cπ 表示；主观概率的基本思想请参见第 11

章。此处假设 cπ 表示行选手猜想的列选手选择 c的概率。类似地，列选手对行选手的行为

也有某些新年，我们用 rπ 表示。 

我们假设每个选手选择的是混合策略，以 rp 表示行选手的实际混合策略选择，以 cp 表

示列选手的实际混合策略选择。由于行选手在做选择时不知道列选手的选择，对于行选手来

说，结果 ),( cr 出现的概率为 crp π 。这个概率就是行选手选择 r的（客观）概率乘以行选手

认为列选手选择 c的（主观）概率。因此，行选手的目标是选择概率分布 rπ 使得下式最大
化： 

行选手的期望收益= ).,( crup r
r c

cr∑∑ π  

另一方面，列选手希望最大化 

列选手的期望收益= ).,( crup c
c r

rc∑∑ π  

    到目前为止，我们仅仅将标准的决策理论上的模型应用到这个博弈——每个选手在给定

他自己信念的情形下使得他的期望效用最大化。给定我对其他选手行为的信念，我会选择使

我的期望效用最大的策略。 

在这个模型中，我对其他选手行为的信念是外生变量。然而，现在我们对这个标准决

策模型增加一个新变化，问：对其他选手行为持有何种信念是合理的？毕竟博弈中的每个选

手都知道对方试图使自己的收益最大化，而且每个人应该使用这个信息来确定对对方的行为

持有何种信念是合理的。 

 

15.4纳什均衡 

在博弈论中，我们接受下列假设：每个选手都努力使得自己的收益最大化，而且每个

选手知道对方的目标也是这样的。因此，为了确定我对其他选手的行为持有何种信念是合理

的，我必须知道他们对我的信念。在上一节给出的期望收益表达式中，行选手的行为—— 

他选择每种策略的可能性——是用概率分布 rp 代表的，而列选手对行选手行为的信念是用

列选手的（主观）概率分布 rπ 代表的。 

    一个自然的一致性要求是，每个选手对于对方行为的信念和对方实际行为是一样的。与

实际频率一致的预期有时称为合理预期

．．．．

（rational expectations）。纳什均衡就是一种合理预

期的均衡。更正式地说： 

纳什均衡

．．．．

（Nash equilibrium）。一个纳什均衡包含对于策略 ),( cr 的信念概率 ),( cr ππ ，以

及选手实际选择策略的概率 ),( cr pp ，使得： 
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1）选手们的信念是正确的： rrp π= 并且 ccp π= 对于所有 r和c成立；而且 

2）每个选手选择 cr pp , 以便在给定他的信念情形下使得他自身的期望效用最大化。 

在这个定义中，显然可以看出纳什均衡是行为行为行为行为

．．

和信念信念信念信念

．．

之间的均衡。在均衡时，每个选

手正确地预测出对方的行为，而且这两个选手之间的信念是互相一致的。 

纳什均衡的一个更常规的定义是：它指的是一对混合策略 ),( cr pp ，这样的策略能保证

在给定对方策略的情形下使得每个选手的选择能最大化自己的期望效用。这个定义和我们的

定义是等价的。但是这个定义存在着缺陷，因为它模糊了选手们的信念和选手们行为之间的

区别。我们的定义在区别这两个概念上比较小心。 

纳什均衡的一种特别有趣的情形，是纯策略纳什均衡。也就是说，在纳什均衡时，每

个选手选择某特定策略的概率都为 1。即： 

纯策略

．．．

（pure strategies）。纯策略纳什均衡是一对 ),( ** cr 使得：对于行选手的所有策略 r都

有 ),(),( *** crucru rr ≥ ；对于列选手的所有策略 c都有 ),(),( *** crucru cc ≥ 。 

纳什均衡是对一组策略施加的最低的一致性限制：如果行选手认为列选手会选择

*c ，

那么行选手的最优反应是

*r ；列选手的最优反应可以类似分析。没有选手会认为单方面偏

离纳什均衡策略符合他自己的利益。 

如果一组策略不是纳什均衡，那么至少有一个选手对对方的信念与对方的行为不符。

也就是说，其中一个选手必然预期对方的行为不符合他自己的利益——这与我们最初的假设

是矛盾的。 

    人们通常将均衡概念视为某个调整过程中的“静止点”。纳什均衡的一种解释是，对对

方动机“认知”的调整过程。行选手可能认为：“如果我认为列选手会选择策略 1c ，那么我

的最优反应是选择 1r 。但是如果列选手想到我会选择 1r ，那么他的最优反应是选择策略 2c 。

但是如果列选手选择 2c ，我的最优反应是选择 2r …”等等。于是，纳什均衡是一组信念和

策略，它们要能使得每个选手关于对方的信念正好和对方的实际选择是一致的。 

    有时，人们将上一段介绍的“认知”的调整过程解释为实际调整过程，在这个调整过程

中，每个选手实验性地选择不同策略，目的是理解对方的选择。尽管这样的实验和了解过程

是在现实生活中策略性互动中发生的，但是严格来说，这种观点不能很好地解释纳什均衡的

概念。原因在于如果每个选手知道博弈将进行若干次，那么每个选手都试图将他自己在 t期

的行为，建立在观测到对方 t~1 期的选择的基础之上。在这种情形下，纳什均衡的正确概

念是指一系列的选择，这些选择都是针对对方一系列选择的（在某种程度上的）最优反应。 

 

 

例子：计算纳什均衡 
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下面的博弈称为“性别大战（Battle of the sexes）”。该博弈背后的故事是这样的。Rhonda 

行选手和 Calvin 列选手（以下简称 R和 C）在讨论这学期是选择微观经济学还是宏观经济

学课程。如果都选择微观经济学，那么 R的效用为 2，C的效用为 1；如果都选择宏观经济

学，那么 R的效用为 1，C的效用为 2；如果他们选择不同的课程，那么他们的效用都为零。 

 

 

表 15.3：性别大战 

 

    下面我们计算出这个博弈的所有纳什均衡解。首先，我们寻找纯策略纳什均衡。方法是

系统地检验针对各种策略选择的最优反应。假设 C认为 R会选择上。C选择左的收益为 1，

选择右的收益为 0，因此 C会选择左，也就是说 C对 R选择上的最优反应是选择左。另一

方面，如果 C选择左，容易看出 R的最优反应是选择上。这个推理过程表明（上，左）是

一个纳什均衡。类似地，（下，右）也是一个纳什均衡。 

我们也可以按照如下方法系统地求出均衡解：写出每个选手面对的最大化问题并且分

析一阶条件。令 ),( bt pp 表示 R选择上（Top）和下(Bottom)的概率，类似地 ),( rl pp 表示 C

选择左和右的概率。那么 R的最大化问题为 

]10[]02[max
,

rlbrlt
pp

pppppp
bt

+++  

使得 1=+ bt pp ； 0≥tp ； .0≥bp  

令λ， tµ 和 bµ 分别表示约束的 Kuhn-Tucker乘子，因此拉格朗日函数的形式为 

.)1(2 bbttbtrblt ppppppppL µµλ −−−+−+=  

上式分别关于 tp 和 bp 求导可得 R的 Kuhn-Tucker条件: 

.

2

br

tl

p

p

µλ
µλ

+=
+=

                              (15.1) 

由于在前面我们已经知道了纯策略均衡解，下面我们只考虑 0>tp 和 0>bp 的情形。松弛

条件意味着 .0== bt uu 使用 1=+ bt pp 的事实可知，当 3/1=lp 和 3/2=rp 时，R的最优

反应是选择混合策略。 

对于 C的问题可以类似地进行分析，我们发现 3/2=tp 和 3/1=bp 。每个选手从混合

策略中得到的收益很容易计算，将上述这些概率数字代入目标函数。在这个例子中，每个选
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手的期望收益是 3/2 。注意，与这个混合策略相比，每个选手都偏爱两个纯策略中的任何

一个（前面已求解出），因为纯策略的收益比较高。 

 

15.5对混合策略的解释 

    有时很难对混合策略给出行为解释。对于有些博弈，例如前面的介绍的硬币配对博弈，

显然混合策略是唯一的合理均衡。但是对于其他博弈，例如双寡头博弈，混合策略似乎是不

现实的。 

混合策略在某些情形下是不现实的，除此之外，还存在着纯逻辑基础的困难。我们再

次考虑性别大战中的混合策略。这个博弈中的混合策略具有以下性质：如果行选手选择的是

他的均衡混合策略，列选手纯策略（两个纯策略中的任何一个）得到的收益必然等于他选择

均衡混合策略得到的收益。看清上述结论的最简单方法是审视（15.1）的一阶条件。由于

rl pp =2 ，选择上的期望收益与选择下的期望收益是相同的。 

这个现象不是偶然的。事实必然总是下列这样的：对于任何混合策略均衡，如果一个

选手认为对方将选择混合策略，那么他在选择均衡混合策略还是选择任何纯策略（纯策略是

混合策略的组成部分）之间必然是无差异的。其中的逻辑很简单：如果某个纯策略（纯策略

是他的均衡混合策略的组成部分）的期望收益高于混合策略的其他组成部分，那么应该增加

选择这样策略的概率。但是如果在选择的混合策略中所有纯策略的概率都为正，而且它们有

相同的期望收益，那么这必然也是混合策略的期望收益。这反过来意味着选手在选择纯策略

还是选择混合策略之间是无差异的。出现这种“退化”的原因是期望效用函数是概率的线性

函数。人们想要更有说服力的理由来“迫使”混合策略结果的出现。 

在某些情形下这不会造成严重的问题。假设你是一大群人的成员，成员之间随机配对

进行硬币配对游戏。假设一开始每个人选择的是唯一的混合策略纳什均衡 (1/ 2,1/ 2)。最终

有些人厌倦了选择混合策略，从而决定自此以后都选择正面向上或反面向上。如果这样决定

的人群中选择正面向上和选择反面向上的人数一样多，那么每个选手的选择问题没有发生大

的变化：每个选手仍然理性地认为他的对手选择正面向上与选择反面向上的概率为 50:50。 

按照这种方式这个人群中的每个成员都可以选择纯策略，但是具体到某一局博弈中，

选手们无法知道对方选择的是哪种纯策略（正面向上还是反面向上）。这种将混合策略概率

解释为群体频率在动物行为的模型中是比较常见的。 

混合策略的另外一种解释方法是考虑一个既定的选手在一次性博弈中到底是选择正面

向上还是反面向上。这样的选择被认为是由对方无法确定的特质因素决定的。例如如果你正

处于“正面情绪”中，你会选择正面向上，反之则反是。你可以察觉到你的心情，但是你的

对手不能。因此，从每个选手的角度看，对方的策略是随机的，即使每个选手的策略是已确

定好了的。一个选手的混合策略真正要紧的事情是它造成了其他选手的不确定性。 

15.6重复博弈 
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我们在前面指出过，同样的选手参与的重复博弈和这些选手参与的一次性博弈的重复，

是不同的。这是因为重复博弈的策略空间要大得多：每个选手在某个时点上的选择是到这个

时点止的整个博弈历史历史历史历史

．．

的函数。由于我的对手会根据我的历史选择情况改变自己的行为，在

制定我自己的选择时，我必须将这个因素考虑进去。 

我们以前面介绍过的囚犯的困境为例说明。在这个博弈中，选手们选择（合作，合作）

符合他们的“长期”利益。因此一个选手有可能向另一个选手“发出信号”表示他愿意在第

一轮博弈中选择合作。在短期，对方选择背叛符合他自己的利益，但是在长期他会这么选择

吗？他也许会这么推理：如果他背叛，那么对方就会失去耐心，因此对方从此以后选择的都

是背叛。因此，第二个选手如果选择短期的最优策略，那么他在长期就会输。这个推理背后

的事实是我在第一轮的选择将对将来的选择产生后果——其他选手将来的选择可能会依据

我当前作出的选择。 

下面我们分析一下策略（合作，合作）是否是囚犯困境重复博弈的纳什均衡解。首先

我们考虑的情形是，每个选手知道博弈进行的既定次数。考虑选手在最后一轮博弈进行之前

的推理。每个选手都认为，在这个时点上，他们即将进行的是一次性博弈。既然大家以后没

有机会博弈了，纳什均衡的标准逻辑可以用上了，因此双方的选择都是背叛。 

现在开始考虑倒数第二轮的博弈。在这一轮博弈中，似乎每个选手都应该选择合作，

以便向对方发出他是个“好人”的信号，从而期望在下一轮仍合作。但是我们已经看到，当

下一轮（最后一轮）到来时，每个选手都想选择背叛。因此，在最后一轮选择合作没有什么

好处——只要两个选手都相信对方在最后一轮会选择背叛，那么在倒数第二轮试图以向对方

示好的方式来影响对方在最后一轮的行为，是不明智的。同样的逻辑也适用于倒数第三轮、

倒数第四轮、以此类推。因此，在重复进行的囚犯困境博弈中，若重复的具体次数（有限次）

是事先知道的，则纳什均衡是在每一轮都选择背叛。 

如果重复博弈是无限次的，情形就与有限次大不相同。在这种情形下，在每一轮，双方

都知道博弈还将继续下去，因此合作行为存在（潜在的）收益。我们以囚犯的困境为例看看

无限次的重复博弈是如何运行的。 

考虑无限次重复进行的囚犯困境博弈。这个重复博弈的策略是个函数序列，这些函数指

明了在某个特定阶段（轮）每个选手选择合作还是背叛，这些函数是以前各轮博弈历史信息

的函数。重复博弈的收益是每一轮博弈的收益贴现之和；也就是说，如果某个选手在时期 t

得到的收益为 tu ，他在重复博弈中的收益为
0

/ (1 )t
tt

u r
∞

=
+∑ ，其中 r是贴现率。 

   我们断言，只要贴现率不是很高，就存在纳什均衡的策略组合，使得每个选在在每一轮

选择合作对自己是有利的。事实上，容易举出这样策略的例子。考虑下面的策略：“在当前

轮次的博弈上选择合作，除非对方在最后一轮选择背叛。如果对方在最后一轮选择背叛，则

一直背叛下去。

（一）

”这样的策略有时称为惩罚策略（punishment strategy），原因很明显：如

                                                        
（一） 范里安（作者）的意思在这里有些含糊，因为在无限次重复博弈中不存在最后一轮的说法。这里的惩
罚策略其实就是“以牙还牙”策略——双方一开始都选择合作策略，但一旦有人选择背叛，则双方一直背

叛下去。译者注。 
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果一个选手背叛，则他会一直受到处罚，因为自此以后他的收益降低了（变成了背叛的贴现

收益）。 

    为了说明惩罚策略组合构成了一个纳什均衡，我们只要证明一个选手选择了惩罚策略，

另外一个选手最好也选择惩罚策略。假设选手一直合作到 T 轮，如果某个选手在这一轮选

择背叛，将会出现什么样的情形？我们使用 15.1节囚犯困境例子中的数值，背叛者立即得

到了收益 4，但是从此以后他的收益都是 1，这个无穷收益流的贴现值为1/ r，因此选择背
叛得到点的总期望收益为4 (1/ )r+ 。 

另一方面，如果他继续选择合作，他的期望收益将为 3 (3 / )r+ 。只要

3 (3 / ) 4 (1 )r r+ > + + 即 2r < ，选择继续合作就是明智的。只要这个条件得到满足，惩罚

策略就构成了一个纳什均衡：如果有一方选择惩罚策略，另外一个选手也会选择惩罚策略，

任何一方偏离这个选择都不是明智的。 

这个结构非常稳健。在本质上，类似的逻辑适用于任何策略，只要这样的策略的收益

大于（背叛，背叛）的收益。无名氏定理（Folk Theorem）指出了一个重要的结论（二）

：在重

复进行的囚犯困正中，只要某种策略组合的收益大于（背叛，背叛）的收益，那么这种策略

组合就是个纳什均衡。这个定理的证明多少沿着我们上面构建的思路。 

 

例：维持卡特尔 

考虑一个简单的关于双寡头的重复博弈的例子。如果两个企业选择古诺（Cournot）博

弈，那么它们的利润为 ( , )c cπ π ；如果这两个企业选择能使得它们联合（joint）利润最大的

产量，那么它们的利润为 ( , )j jπ π 。我们都知道，能使联合利润最大的产量水平通常不是只

有一期的博弈的纳什均衡解——如果每个选手都相信对方维持约定的产量不变，它有激励多

生产。然而，只要贴现率不是很高，联合利润最大化这个解将是重复博弈的一个纳什均衡。

适当的惩罚措施是，双方维持卡特尔产量，但只要有人背叛，大家自此以后都生产古诺产量。

可以证明，这是个纳什均衡。证明方法类似于囚犯困境情形。 

 

15.7纳什均衡的凝练 

    纳什均衡概念似乎是博弈均衡解的合理定义。和其他任何均衡概念一样，这里立即有两

个我们感兴趣的问题：1）纳什均衡一般存在吗？（存在性）；2）纳什均衡是唯一的吗？（唯

一性）。 

幸运的是，存在性不是个问题。纳什（1950）证明了只要选手数量是有限的、纯策略

数量也是有限的，总存在博弈均衡。当然，这里可能的均衡可能涉及混合策略。 

                                                        
（二） 无名氏定理之所以叫这个名字，是因为它是博弈论中一个比较重要的定理，但不知道是谁（无名氏）
首先提出了它。译者注。 
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然而，唯一性一般来说是不成立的。我们已经看到，一个博弈可能存在若干个纳什均

衡。博弈理论学家已投入大量精力，来寻找可以用于在若干个纳什均衡之间进一步进行选择

的标准。这些标准成为纳什均衡的凝练

．．

（refinements），下面我们将考察一些凝练。 

 

15.8优势策略 

令 1r 和 2r 为行选手的策略。如果无论列选手怎么选择，行选手的 1r 的收益都严格大于 2r

的，那么我们说：与 2r 相比， 1r 是优势策略

．．．．

（dominant strategy）。如果行选手的 1r 的收益

都至少与列选手的所有选择的收益一样大，而且严格大于列选手的某些选择的收益，那么我

们说，与 2r 相比， 1r 是弱

．

优势策略

．．．．

（weakly dominant strategy）。 

优势策略均衡

．．．．．．

（dominant strategy equilibrium）是指选手们的一个策略选择组合比如

1 1( , )r c ，该策略组合要能使得：与行选手的任何其他策略相比， 1r 是（弱）优势策略；与列

选手的任何其他策略相比， 1c 是（弱）优势策略。 

囚犯困境博弈拥有优势策略均衡，这个优势策略均衡是（背叛，背叛）。如果我认为你

合作，那么我选择背叛对我有利；如果我认为你背叛，我选择背叛仍然对我有利。 

显然，优势策略均衡是纳什均衡，但是并非所有的纳什均衡都是优势策略均衡。优势

策略均衡（如果存在的话），是个让人信服的博弈解，因为每个选手都有唯一的最优选择。 

 

15.9删除劣势策略 

当不存在优势策略均衡时，我们必须求助于纳什均衡的思想。但通常存在着多于一个

的纳什均衡。于是我们的问题是删除某些“不合理的”纳什均衡。 

一个关于选手们行为的合理信念是，选手们不会选择劣势策略（比其他策略差的策略）。

这意味着如果给定一个博弈，我们应该首先删除所有的劣势策略，然后计算剩下的博弈的纳

什均衡。这个程序称为删除劣势策略

．．．．．．

（elimination of dominated strategies）；这种方法有时

能大大减少纳什均衡解的数量。 

例如考虑表 15.4中的博弈，该博弈具有劣势策略。 

注意，这个博弈有两个纯策略纳什均衡：（上，左）和（下，右）。然而对于列选手来

说，右弱优于左（左是劣势策略）。如果行选手认为列选手绝不会选择劣势策略，那么该博

弈的唯一均衡是（下，右）。 

经济学家普遍认为删除严格劣势策略（strictly dominated strategies）能够简化博弈的分

析。然而，删除弱劣势策略（weakly dominated strategies）则存在着不少问题。有例子表明，

删除弱劣势策略可能会显著改变博弈的策略性性质。 
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表 15.4：具有劣势策略的博弈 

 

15.10序贯博弈 

    到目前为止，我们在本章介绍的博弈都有着非常简单的动态结构：它们要么是一次性博

弈，要么是一次性博弈的重复序列。它们的信息结构也非常简单：每个选手知道其他选手的

收益和可用的策略，但是事前不知道每个选手实际选择哪个策略。这样的博弈也称为同时

．．

行动

．．

（simultaneous moves）博弈。 

    但是经济学家感兴趣的很多博弈都不具有这种结构。在很多情形下，选手至少在某个选
择上有先后顺序之分，一个选手可能在它决定自己的选择之前之前之前之前

．．

知道其他选手的选择。经济学

家对这种博弈很感兴趣，因为很多经济博弈就有这样的结构：例如，垄断企业在决定具体产

量时，事先已知道消费者的选择；或者，在双头垄断的情形下，一个寡头在决定自己的产量

决策前已知道对手的资本投资情况；等等。这类博弈的分析需要一些新的概念。 

例如，考虑表 15.5描述的简单博弈。容易看出，这个博弈有两个纯策略纳什均衡，即

（上，左）和（下，右）。隐含在这种博弈描述中的思想是，两个选手同时进行选择，而不

知道对方的选择。但是现在我们假设行选手先选择，列选手在看到行选手的选择之后才进行

选择。 

 

表 15.5：同时行动博弈的收益矩阵 

为了描述这样的序贯博弈，有必要引入一个新的工具，即博弈树

．．．

（game tree）。这是个

树状图，它表明了每个时点上的每个选手的选择。每个选手的收益是用博弈树的“树叶”表

示，如图 15.1所示。这个博弈树是展开形

．．．

（extensive form）的一部分，展开形是描述博弈

的另外一种方法。 
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图 15.1：博弈树。这个图描述了表 15.5中博弈的收益，但在这里行选手首先行动。 

 

博弈树的有点在于它描述了博弈的动态结构：选择有先后之分。博弈中的一个选择对

应着博弈树的分枝的选择。一旦做出了某个选择，选手们就处于子博弈

．．．

（subgame）中，子

博弈由自此点起的选手们的策略和收益组成的博弈，它是原博弈的一部分。 

对于每个可能的子博弈，可以直接计算纳什均衡，尤其对于我们所举的这个例子来说，

因为该博弈非常简单。如果行选手选择上，他实际上选择了一个非常简单的子博弈，在这个

子博弈中，列选手只剩下一次选择。在这个子博弈中，列选手在他的两个策略中是无差异的，

因此，如果行选手选择上，那么他的收益必定为 1。 

    如果行选手选择下，那么列选手的最优选择是选择右，这样行选手的收益为 2。由于 2

大于 1，行选手选择下显然好于选择上。因此，这个博弈的合理均衡是（下，右）。这个解

当然只是表 15.5中那个同时行动博弈的其中一个纳什均衡。如果列选手宣称他将选择右，

那么行选手的最优反应是选择下；如果行选手宣称他讲选择下，那么列选手的最优反应是选

择右。 

但是，另外一个均衡即（上，左）为何是不合理的？如果行选手认为列选手将选择左，

那么行选手的最优选择当然是上。但是为什么行选手认为列选手将会选择左？一旦行选手选

择了下，在由此产生的子博弈中，列选手的最优选择是选择右。在这样的时点上，选择左不
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是该子博弈的均衡选择。 

在这个例子的两个纳什均衡中，只有一个满足下列条件：它不仅是整体博弈的均衡，

而且是每个子博弈的均衡而且是每个子博弈的均衡而且是每个子博弈的均衡而且是每个子博弈的均衡

．．．．．．．．．．．

。具有这种性质的纳什均衡称为子博弈完美均衡

．．．．．．．

（subgame 

perfect equilibrium）。 

子博弈完美均衡容易计算，至少在我们讨论的这类博弈中是这样的。你只要从博弈的

最后一步向前推导即可，这种方法称为逆向归纳（backwards induction）。最后进行选择（博

弈最后一步）的那个选手在子博弈中有着很简单的最优化问题，因为此时已不存在策略分枝，

这个最优化问题容易解出。拥有倒数第二步的选手事先可以观察上述选手对他的选择的反

应，以此类推。这种分析模式类似于动态规划（详见第 19章）。一旦选手们通过逆向归纳的

方法看清了如何进行博弈，选手们就可以正向行动（博弈）了

（一）

。 

 

图 15.2：信息集。这是原来同时行动博弈的展开形。信息集（阴影区域）表示列选手在进行

选择时不知道行选手究竟选择了哪个策略。 

展开形博弈也能够描述某些行动是序贯的而有些行动是同时进行的情形。此处需要引

入的概念是信息集

．．．

（information set）。某个选手的信息集是该选手无法进行区分的博弈树的

所有节点组成的集合。例如，本节一开始介绍的同时行动的博弈，可用图 15.2表示。在这

个图中，阴影区域表示当列选手在决策时不能区分行选手究竟选择了哪个策略。因此，这类

似于选手们同时进行选择。 

                                                        
（一） 类比 Kierkegaard（1938）的话:“哲学家说过，生活必须从终点向起点看（逆向地看），才能看得更明
白。这当然非常正确。但是他们忘记了另外一个事实，生活必须从起点开始（正向进行）。” 
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    因此，展开形博弈并不仅可以描述策略形博弈的所有内容，还可以描述序贯选择的信息

和信息集。在这个意义上，与策略形相比，展开形是个更强大的概念，因为它包含了选手们

策略互动的更详细信息。正是这些额外信息使得人们可以删除某些“不合理的”纳什均衡。 

 

例子：一个简单的讨价还价模型 

两个选手 A 和 B 要分 1元钱。他们同意最多花费三天时间协商如何分配。第一天，A

提出分配方案，B可以选择接受或不接受，如果 B不接受，B需要在第二天提出分配方案。

如果 A 不接受，那么在第三天 A 需要提出最终分配方案。如果他们在三天之内无法达成协

议，这两个选手都只能得到零元钱。 

A和 B的耐心程度不同：对于未来的收入，A和 B分别用α 和β 的日贴现率贴现。比
如第二天的 1元钱，在 A和 B看来分别只相当于现在的α 元和β 元。最后，我们假设如果
某个选手在两个分配方案之间无差异，他将会选择对手更喜欢的那个方案。其中的思想在于，

他的对手可能提出只分配给他任意小的钱，从而使他更偏好于某个选择，这个假设能让我们

把这样的“任意小的数字”近似为零。可以证明，这个讨价还价博弈存在着唯一一个子博弈

完美均衡

（一）

。 

使用逆向归纳的思想，我们从博弈的最后阶段（第三天的博弈）开始分析。在这个时

点上，A 提出的分配方案是“若不接受就滚远点”。显然，A 此时的最优策略是分配给 B能

接受的尽量小的数额（根据假设，这个数额可以视为零）。因此，如果博弈实际进行了三天，

A 将会得到 1元，B得到零元（即任意小的数额）。 

现在回到上一步即第二天的博弈，当轮到 B提出分配方案时，此时 B应该认识到 A的

选择将是拒绝 B提出的方案，这样 A能确保自己得到 1元钱。第三天的 1元钱对 A来说，

只相当于第二天的α 元，因此如果 B提出的分配方案中，分配给 A的钱数小于α 元，那么
A 必定会拒绝这个方案。对于 B来说，他当然偏好现在的1 α− 元胜于第三天的 0元，所以

他会提出分配α 元给 A，于是 A 会接受。因此，如果博弈在第二天终止，那么 A 得到α 元，
B得到1 α− 元。 

    现在回到第一天。在这个时点上，A 提出分配方案。A 认识到只要 B拒绝，那么 B在

第二天就能得到1 α− 元。因此，为了避免将博弈拖到第二天，A 提出的方案中，分配给 B

的现值不能小于1 α− 元。因此，他承诺分配 (1 )β α− 元给 B。B 发现这个方案他刚好能接

受，博弈结束。最终的结果是博弈在第一步结束，其中 A得到1 (1 )β α− − 元，B得到 (1 )β α−

元。 

图 15.3A说明了 1α β= < 时的博弈过程。最外面的对角线表明第一天的可能的收益，

即所有满足 1A Bx x+ = 的收益。第二条线（从外向内数）表示，如果博弈在第二期结束，

那么各选手的收益现值为多大： A Bx x α+ = 。第三条线（从外向内数）表示，如果博弈在

                                                        
（一） 这是鲁宾斯坦-斯坦伯格讨价还价模型的简化版本；更具体的内容请参考本章后的附录部分。 
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第三期结束，那么各选手的收益现值为多大：

2
A Bx x α+ = 。图 15.3A中的直角路径描述的

是，在通向最终子博弈完美均衡过程中，每一期的最小可接受的钱数。图 15.3B描述的是讨

价还价博弈有更多期的情形，这个过程类似于图 15.3A。 

 

 

图 15.3：讨价还价博弈。粗线将各个子博弈的均衡结果连接起来。最外面的那条线上的点表

示子博弈完美均衡。 

 

自然地，我们令博弈期数无穷多，在这个无穷期的博弈中，结果将是怎样的？可以证

明子博弈完美均衡分配为 

A 的收益=
1

1

β
αβ

−
−

 

    B的收益=
(1 )

1

β β
αβ
−

−
。 

注意，如果 1α = 且 1β < ，那么选手 A 得到了全部收益，这与福音书（Gospels）所说的下

列准则是一样的：“让耐心得到它的[子博弈]完美结果吧。”（James 1:4）。 

 

15.11重复博弈和子博弈完美 

子博弈完美的思想能够删除下列这样的纳什均衡，在该纳什均衡中选手们的威胁行为

是不可信的，即执行威胁计划不符合选手的利益。例如，我们在前面介绍过的惩罚策略不是

子博弈完美均衡。如果选手 A 背离了（合作，合作）路径，那么选手 B选择永远背叛未必

符合 B的利益。合理的做法是 B对 A的背叛行为进行某种程度的惩罚，但是永远惩罚似乎

过于极端了。 

一个不那么严厉的惩罚策略称为以牙还牙（tit-for-tat）：在第一步选择合作，在以后各
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步选择你的对手在上一步选择的策略。在这种情形下，背叛者得到了惩罚，但只受到一次惩

罚，只要他能“改邪归正”。在这个意义上，以牙还牙策略是个“宽容性的”策略。 

尽管对于重复进行的囚犯困境博弈来说，惩罚性的策略不是子博弈完美的，但是存在

着能使得合作解成为子博弈完美的策略。这样的策略不大容易进行描述，但是它们有着西点

军校的准则特征：每个选手一致同意惩罚背叛者，而且也惩罚那些不惩罚背叛者的人，等等。

你不惩罚背叛者你就会受到惩罚这个事实，使得执行惩罚成为子博弈完美。 

不幸的是，类似策略也支持重复囚犯困境博弈的很多其它结果。无名氏定

．．．．

理

．

（Folk 

Theorem）断言：在重复一次性博弈（one-shot game）中，几乎所有的效用分配都可能是重

复博弈的均衡。 

均衡解数量过多是个麻烦事。一般来说，策略空间越大，均衡解越多，这是因为选手

对背叛者的“威胁”报复方法更多。为了删除“不合意的”均衡，我们需要找到删除策略的

准则依据。一个自然而然的准则是删除“过于复杂的”策略。尽管在这个方面已取得了一些

进展，但复杂性是个难以描述的概念，很难提出令人十分满意的定义。 

 

15.12不完全信息博弈 

直到现在，我们考察的都是完全信息博弈。特别地，我们假设每个选手都知道其他选

手的收益，每个选手都知道其他选手知道他知道，等等。在很多情形下，这不是个合理的假

设。如果某个选手不知道其他选手的收益，那么纳什均衡就没有多少意义。然而，Harsanyi

（1967）提出了一种考察不完全信息博弈的方法，这种方法能够系统地分析博弈的性质。 

这种方法的关键是将一个选手对其他选手的不确定性归纳为一个变量，称为选手的类

．

型

．

（type）。例如，某个选手可能不知道另外一个选手对某种商品的评价，或者不知道另外

一个选手的风险态度等等。每一类型的选手被视为一个不同的选手，每个选手在不同选手类

型上有着先验概率分布。 

    于是，这种博弈的一个贝叶斯

．．．

-

．

纳什均衡

．．．．

（Bayes-Nash equilibrium）是指每个选手类

型的一个策略集，该策略集要能使得在给定其他选手选择的策略条件下，每个选手类型的期

望收益达到最大。这个定义在本质上与纳什均衡的定义相同，唯一的区别是这里增加了其他

选手类型的不确定性。每个选手知道其他选手从一组可能的类型中进行选择，但是不知道他

具体选择哪种类型。注意，为了完整描述均衡，我们必须有关于所有选手类型的一组策略，

而不能只有选手在具体情形下实际选择的类型，这是因为每个单个选手不知道其他选手实际

选择的类型，只能考虑所有可能性。 

在同时行动的博弈中，这个均衡定义已经足够了。但是在序贯博弈中，我们应该允许

选手根据他观测到的行动更新他对其他选手类型的信念。通常，我们假设这个更新过程是与
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贝叶斯法则相一致的

（一）

。因此，如果某个选手比如 A 观察到选手 B选择了某个策略 s，选

手， A要确定策略 s被各种选手类型选中的概率，从而更新他对选手 B选择哪个类型的信

念。 

 

例：密封拍卖 

考虑某商品的一个简单密封拍卖，假设有两个竞价人（博弈选手）。每个选手都不知道

对手的报价，因此报价是独立进行的，商品将由报价最高的选手获得。每个选手知道他对商

品的评价v，但不知道对手对商品的评价。然而，每个选手知道对手对商品的评价在 0和 1

之间均匀分布。（而且每个选手知道每个选手相信这一点，等等。） 

在这个博弈中，选手类型就是他对商品的评价。因此，该博弈的贝叶斯-纳什均衡是个

函数 ( )b v ， ( )b v 的意思是说对于选手类型 v来说，最优报价为b。给定这个博弈的对称性

质，我们寻找下面这样的均衡，在这个均衡中每个选手选择同样的策略。 

自然可以想到函数 ( )b v 是严格递增的，也就是说对商品的评价越高，报价越高。因此，

我们可以令 ( )V b 为 ( )b v 的反函数，这样 ( )V b 就给出了报价为b的选手对商品的评价V 。

当某个选手报出某个具体的b，他中标的概率为对手报价小于b的概率。但这正好是对手对
商品的评价小于 ( )V b 的概率。由于v在 0和 1之间均匀分布，对手对商品的评价小于 ( )V b

的概率正好为 ( )V b 。 

因此，如果某个选手对商品的评价为v报价为b，他的期望收益为 

( ) ( ) 0[1 ( )].v b V b V b− + −  

上式第一项是如果该选手报价最高（从而中标）而获得的期望消费者剩余；第二项表示未中

标时他的消费者剩余为零。最优报价必定要能使得上式最大，因此 

( ) ( ) ( ) 0.v b V b V b− − =  

对于每个v值，这个式子确定了选手的最优报价，它是 v的函数。由于根据假设， ( )V b

是描述最优报价和选手对商品评价之间关系的函数，我们必定有 

( ( ) ) ( ) ( )V b b V b V b− ≡  

对于所有b恒成立。 

这个微分方程的解为 

2( ) 2V b b b C= + + ， 

其中C为积分常数。（请验证一下。）为了确定这个积分常数，我们注意到当 0v = 时，我们

必定有 0b = ，这是因为如果对商品的评价为 0，最优报价自然为 0。将这个关系代入上式

                                                        
（一） 贝叶斯法则的讨论请参见第 11章。 
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可得 

0 0 2C= + ， 

因此， 0C = 。由此可知， ( ) 2V b b= ，或 / 2b v= 是这个拍卖的一个贝叶斯-纳什均衡。也

就是说，每个选手的报价若是他对商品评价的一半，则这就是个贝叶斯-纳什均衡。 

我们求解的方法相当标准。在本质上，我们猜测最优报价函数是可逆的，然后推导它

必定满足的微分方程。可以证明，这个报价函数拥有合意的性质。这种方法的缺陷在于它只

能找到贝叶斯博弈的一个特解，然而，在理论上可能存在着很多其它解。 

需要指出的是，对于我们所举的这个博弈例子来说，我们计算的解碰巧是唯一的，但

这个解一般不会实际发生。特别地，在不完全信息博弈下，某些选手会试图隐藏自己的类型，

因为这样做对他自己有利。例如，某选手类型可能伪装成其他类型选择同样的策略。在这种

情形下，将类型和策略关联起来的函数不再是可逆的，它的分析将变得复杂的多。 

 

15.13贝叶斯-纳什均衡的讨论 

贝叶斯-纳什均衡思想是天才之作，但是也许它太天才（精巧）了。问题在于贝叶斯-

纳什均衡计算过程中涉及的推理通常太复杂了。尽管有人说完全理性的选手会根据贝叶斯-

纳什理论进行博弈，这种看法也许并非不合理，但是现实生活中的选手们有能力完成这么复

杂的计算吗？很多人认为不能。 

此外，模型在预测方面也存在着问题。每个选手的选择主要取决于他对各种选手类型

分布的信念。对于选手类型分布的不同信念导致了不同的最优行为。由于我们通常不能观测

到选手关于这个分布的信念，模型的预测能力通常难以检验。Ledyard（1986）证明，对于

某种模式的信念来说，几乎任何模式的博弈玩法都是贝叶斯纳什均衡。 

在最原始的纳什均衡概念中，存在着对选手们的信念的一致性要求：只允许那些与最

优化行为相容的信念。但是一旦我们允许不同选手类型拥有不同效用函数，一致性的思想的

效力丧失了大半。几乎任何模型的行为都能与某个模式的信念相容。 

 

注释 

    纳什均衡的概念来自 Nash（1951）。贝叶斯均衡的概念归功于 Harsanyi（1967）。关于

讨价还价模型的更详细处理请参见 Binmore and Dasgupta（1987）。 

    这一章只是博弈论梗概性的介绍；大多数学生想更详细地学习博弈论。幸运的是，最近

有更严谨和详细的材料可供学习。综述性的文章可参考 Aumann（1987），Myerson（1986）

和 Tirole（1988）。教材可以学习 Kreps（1990），Binmore（1991），Myerson（1991），Rasmusen

（1989）和 Fudenberg and Tirole（1991）。 
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习题 

15.1计算硬币配对博弈中所有的纳什均衡。 

15.2在有限轮重复进行的囚犯困境博弈中，我们证明了选手在每一轮都选择背叛是个纳什均

衡。请证明，事实上这是个优势策略均衡。 

15.3对于下列博弈，在删除了劣势策略之后的纳什均衡是什么？ 

 

15.4在教材 15.12节的密封拍卖例子中，如果每个选手根据自己对商品的评价 v选择贝叶斯

-纳什均衡策略，计算每个选手的期望收益。 

15.5考虑下面的博弈矩阵。 

 
  （a）如果（上，左）是个优势策略均衡，那么 ,...,a h必须满足什么样的不等式？ 

  （b）如果（上，左）是个纳什均衡，上面哪个不等式必须得到满足？ 

  （c）如果（上，左）是个优势策略均衡，它一定是个纳什均衡吗？ 

15.6两个加利福尼亚州的年青人在玩懦夫博弈（play Chicken）。比尔和泰德各自驾车迎面猛

开。每个人都有两个策略：不转向（相撞）或转向（不相撞）。如果一个选手选择了转向，

他就是懦夫；如果两个选手都选择了转向，他们都是懦夫。然而，如果他们都选择不转向，

他们都会身亡。该博弈的收益矩阵如下： 
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  （a）找到所有的纯策略均衡。 

  （b）找到所有的混合策略均衡。 

  （c）两个选手都活命的概率为多大？ 

15.7在一个重复进行的对称的双头垄断博弈中，如果它们都选择生产能使得他们联合利润最

大的产量水平，那么每个企业得到的收益为 jπ ；如果它们选择生产古诺产量水平，每个企
业得到的收益为 cπ 。如果一方选择联合利润最大的产量水平，另一方能得到的最大收益为

dπ 。贴现率为 r。如果任何一方偏离了联合利润最大化策略，它们采取惩罚策略即生产古

诺产量。 r最多能为多大？ 

15.8考虑以下博弈。 

 

  （a）行选手的哪个策略是严格劣势的（无论列选手选择什么样的策略）？ 

  （b）行选手的哪个策略是弱劣势的？ 

  （c）列选手的哪个策略是严格劣势的？ 

  （d）如果我们删除了列选手的劣势策略，行选手的策略中存在着弱劣势策略吗？ 

15.9考虑以下的合作博弈。 

 

（a）计算该博弈的所有纯策略均衡。 

  （b）存在比任何其他策略都占优势的纯策略吗？ 

  （c）假设行选手首先行动，他承诺选择上或下。你在上面描述的策略还是纳什均衡吗？ 

  （d）这个博弈的子博弈完美均衡是什么？ 
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16 寡头 
 

寡头市场由少数几家企业组成的市场，对寡头的研究主要是关注市场上企业之间的相

互作用。寡头的现代研究几乎全部建立在博弈论基础之上的。当然，这样的发展相当自然。

很多早期的关于策略性市场互动的非正式描述，若使用博弈论工具，可以说得很清楚。在本

章，我们主要分析寡头理论，尽管我们关注的问题不限于这一方面。 

 

16.1 古诺均衡 

我们先分析古诺均衡这个经典模型，我们在上一章已提到过该模型。考虑两个生产某

同质产品的企业，它们的产量分别为 1y 和 2y ，因此总产量为 21 yyY += 。和该总产量相伴

的（反需求函数）为 )()( 21 yypYp +≡ 。企业 i的成本函数为 )( ii yc ，其中 2,1=i 。 

企业 1的利润最大化问题为 

)()(),(max 11121211
1

ycyyypyy
y

−+=π  

显然，企业 1的利润取决于企业 2选择的产量 2y ，为了制定合理决策企业 1必须预测企业

2的产量决策。这正好是抽象博弈要考虑的因素——每个选手必须猜测对方的选择。因此，

自然可将古诺模型看作一次性博弈：企业 i的收益就是它自己的利润，企业 i的策略空间就
是它可以生产的可能的产量水平。于是，一个（纯策略）纳什均衡就是一组产量 ),( *

2
*
1 yy ，

这组产量能使得：给定每个企业对其他企业选择的信念，它选择的是使其自身利润最大化的

产量水平；而且每个企业关于其他企业选择的信念事实上也是正确的。 

假设每个企业都有内部最优解，这意味着古诺均衡必定满足下列一阶条件： 

0)()()(
),(

1112121
1

211 =′−+′++=
∂

∂
ycyyypyyp

y

yyπ
 

0)()()(
),(

2222121
2

212 =′−+′++=
∂

∂
ycyyypyyp

y

yyπ
 

每个企业的二阶条件为 

2,1,0)()()(22

2

=≤′′−′′+′=
∂
∂

iycyYpYp
y iii

i

iπ
 

其中 21 yyY += 。 

企业 1的一阶条件决定了企业 1的产量最优选择，它是企业 1关于企业 2产量选择的信

念的函数；这种关系称为企业 1的反应曲线

．．．．

（reaction curve）:它描述的是，给定企业 1关

于企业 2产量选择的各种信念，企业 1如何反应。 
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假设充分的正则性，企业 1的反应曲线 )( 21 yf 隐性地由下式定义 

.0
)),((

1

2211 ≡
∂

∂
y

yyfπ
 

为了确定企业 1的最优产量选择如何随它对企业 2产量的信念变化而变化的，我们对上

面的等式微分求出 )( 21 yf ′ ： 

.
/

/
)(

2
11

2
211

2

21 y

yy
yf

∂∂
∂∂∂−=′

π
π

 

根据二阶条件可知，和往常一样，上式分母为负，因此反应曲线的斜率由混合偏导的符号决

定。容易看出（ 11 / y∂∂π 对 2y 求导），这个混合偏导的表达式为 

1211
2 )()(/ yYpYpyy ′′+′=∂∂∂ π  

如果反需求曲线是凹的，或者至少不是“非常”凸，这个表达式将是负的，这表明企业的古

诺反应曲线的斜率一般为负。图 16.1就是一个典型情形。 

 

 

图 16.1：反应曲线。两条反应曲线的交点就是一个古诺-纳什均衡。 

在下面我们将看到，寡头互动的很多重要性质取决于反应曲线的斜率，而这个斜率由

取决于利润关于两个选择变量的混合偏导。如果选择变量是产量，这个混合偏导的符号“自

然”为负。在这种情形下，我们说 1y 和 2y 是策略性替代的。如果这个混合偏导为正，这就

是一个策略性互补的情形。下面我们看看它们之间的区别。 

 

系统的稳定性 

尽管我们已经认真地强调了古诺博弈的一次性博弈的性质，古诺自己却认为它是一个

动态情形。这个模型的确存在着一种自然的（尽管多少有些让人怀疑）的动态解释。假设我

们考虑一个学习过程，在这个过程中，每个企业在观察对方的实际产量选择后完善自己的信
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念。 

给定时期 0的任意一对产量 ),( 0
2

0
1 yy ，企业 1猜测企业 2在时期 1将继续选择产量 0

2y ，

因此他会选择与其预测相符的利润最大化的产量即 )( 0
21

1
1 yfy = 。企业 2观察到这个产量 1

1y

并推测企业 1将维持在 1
1y 产量水平，因此企业 2在时期 2会选择 )( 1

11
2
2 yfy = 。一般来说，

企业 i在时期 t的产量选择为 )( 1−= t
ji

t
i yfy 。 

这个关于产量的差分方程勾勒出了两个企业的产量选择的变化轨迹，它是“蛛网”状

的，如图 16.1所示。在这个图中，企业的反应曲线比企业 2的陡峭，蛛网向古诺-纳什均衡

收敛。我们因此说这种均衡是稳定的

．．．

（stable）。如果企业 1 的反应曲线比企业 2 的平坦，

那么均衡将是不稳定的

．．．．

（unstable）。 

我们还可以这么想，企业假定对方的产量固定不变，然后相应沿着利润增加的方向调

整自己的产量。这样的想法让我们得到了一个与上述模型稍微不同的动态模型。这就是具有

下列形式的动态系统

．．．．

（dynamical system）: 










∂
∂=

1

211
1

1 ),(
y

yy

dt

dy πα  










∂
∂=

2

212
2

2 ),(
y

yy

dt

dy πα  

这里的参数 01 >α 和 02 >α 表示调整速度。 

    这个动态系统的局部稳定的充分条件为 

.0

2
2

2
2

21

2
2

21

1
2

2
1

1
2

>

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

yyy

yyy

ππ

ππ

                  （16.1） 

这个条件也“几乎”是稳定性的必要条件；问题在于这个行列式可能为零即使该动态系统是

局部稳定的。为了不将问题复杂化，我们不打算考虑这些边界情形。 

这个行列式条件在推导比较静态结果时很有用。然而，应该强调这个假定的调整过程

是相当特别的。每个企业期望对方维持产量不变，尽管它自己可以调增产量。这种不相容

（inconsistent）的信念是博弈论所厌恶的。问题在于一次性的古诺博弈不能用动态方法解释；

为了分析多时期博弈的动态特征，你应该使用重复博弈分析。尽管存在着这种异议，有人认

为这种原始的动态模型多少都得到了经验的验证。企业为了获知市场对它们决策的反应，它

们可能需要进行实验，因此可将这种特定动态调整过程视为对学习过程的描述。 

16.2 比较静态 

假设a是使企业 1利润函数移动的某个参数。古诺均衡可用下列条件描述 
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0
)),(),((

1

211 =
∂

∂
y

aayayπ
 

.0
))(),((

2

212 =
∂

∂
y

ayayπ
 

上面这两个式子关于a微分可得 

















∂∂
∂−

=


















∂
∂
∂
∂










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y
a

y

yyy
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应用克莱姆法则可得 

 

上式分母的符号是由（16.1）中的稳定性条件决定的；我们假设它是正的。分子的符号取决

于 

))(( 2
2

2
2

1

1
2

yay ∂
∂

∂∂
∂− ππ

 

的符号。上式中的第二项是负的，这由利润最大化的二阶条件可知。因此， 

a

y

∂
∂ 1
的符号和

ay ∂∂
∂

1

1
2π
的符号相同 

这个条件是说，为了确定利润变动对均衡产量的影响，我们只要计算出混合偏导 ayii ∂∂∂ /2π

即可。 

我们将这个结果应用于双头垄断模型。假设a等于边际成本（常数），利润函数为 

.)(),,( 1121211 ayyyypayy −+=π  

则 1/ 11
2 −=∂∂∂ ayπ 。这表明增加企业 1的边际成本将降低它的古诺均衡产量。 

16.3 几个企业 

即使有n个企业，古诺模型的味道还是一样的。在这种情形下，企业 i的一阶条件变为 

2
2

2
2

21

2
2

21

1
2

2
1

1
2

2
2

2
2

21

1
2

1

1
2

1

0

yyy

yyy

y

yyay

a

y

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂−

=
∂
∂

ππ

ππ

π

ππ
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)()()( iii ycyYpYp ′=′+                    （16.2） 

其中 ∑=
i iyY 。将（16.2）变形可得 

).(1)( ii
i yc

p

y

dY

dp
Yp ′=







 +  

令 Yys ii /= 表示企业 i的产量占行业产量的份额，我们可写成 

),(1)( iii ycs
p

Y

dY

dp
Yp ′=







 + 或 

 ),(1)( ii
i yc

s

dY

dp
Yp ′=




 +
ε

                    （16.3） 

其中ε 为市场需求弹性。 

最后这个等式说明古诺模型在某种意义上“介于”寡头垄断和完全竞争情形之间。如

果 1=is ，我们就正好得到了垄断条件；当 is 趋于零，从而每个企业的市场份额无穷小时，

古诺均衡接近于完全竞争均衡

（一）

。 

（16.2）和（16.3）有一些特殊情形，我们可以使用这些特殊情形构建一些例子。首先，

假设每个企业的边际成本都是不变的，都为c。于是将（16.2）的左右两边对于所有n个企

业相加，可得 

.)()(
1
∑

=

=′+
n

i
icYYpYnp  

因此，行业总产量仅取决于边际成本之和，而不是取决于边际成本在企业之间是怎样分布的

（二）

。如果所有企业的边际成本都为常数 c，则在对称的均衡中 nsi /1= ，我们可以将这个

式子写为 

,
1

1)( c
n

Yp =




 +
ε

                        （16.4） 

如果ε 也为常数，这个式子表明价格是边际成本的固定加成（markup）。在这种情形下，显

然当 ∞→n 时，价格必定接近边际成本。 

 

 

福利 

我们已经知道垄断行业生产的产量水平是无效率的，因为在这个产量上价格大于边际成

                                                        
（一） 实际上，你多少应该对这样不严密的表达保持警惕，因为这依赖于每个企业的份额是怎样趋于零的。
Novshek（1980）提供了一个一致性的说明。 
（二） 当然，我们前提是存在内部解。如果企业的边际成本差异很大，均衡时某些企业会不愿意生产。 
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本。古诺行业也是这样的。借助图形说明古诺行业对产量的扭曲，实际上就是问古诺行业最

大化的是什么。 

我们已经知道，需求曲线下方的面积 ∫=
Y

dxxpYU
0

)()( ，在某些情形下可以合理衡量

总收益。使用这个定义可以证明，边际成本不变的对称古诺均衡的产量水平可使下式最大： 

].)()[1(])([)( cYYUnYcYpYW −−+−=  

证明很简单，只要将这个式子关于Y 微分，并且注意到微分后的结果满足（16.4）即可。（我

们假设相关的二阶条件是满足的。） 

一般来说，我们希望一个行业能使得效用与成本之差达到最大。完全竞争行业的确做

到了这一点，而垄断行业最大化的是利润。古诺行业最大化的是这两个目标的加权平均，其

中权数取决于企业的数量。当n增加时，给与效用与成本之差这个社会目标的权重越来越大，

而给与利润这个私人目标的权重越来越小。 

 

16.4 伯特兰均衡 

上一节介绍的古诺模型在很多方面都是个让人喜欢的模型，但是它只是寡头垄断行为

的一种可能模型。古诺模型将产量作为企业的策略空间，但是自然地我们也可以考虑如果寡

头垄断企业选择价格作为相关策略变量，将会出现什么样的情形？这种模型称为伯特兰

．．．

（Bertrand）寡头垄断模型。 

现在我们假设有两个企业，它们的边际成本分别为常数 1c 和 2c ，它们面对的市场需求

曲线为 ( )D p 。为了更具体一些，假设 2 1c c> 。我们假设这两个企业生产的产品是同质的，

因此企业 1的需求曲线为 

1 1 2

1 1 2 1 1 2

1 2

( )

( , ) ( ) / 2

0

D p p p

d p p D p p p

p p

<
= =
 >

若

若

若

 

也就是说，企业 1相信如果它的产品定价小于企业 2的，它能占有整个市场。当然，企业 2

也会这么想。 

    这个博弈的纳什均衡是什么？假设企业 1的定价 1p 大于 2c 。这不可能是个均衡。为什

么？如果企业 2预期到企业 1将会做出这样的选择，企业 2会选择位于 1p 和 2c 之间的 2p ，

即 2 2 1c p p< < 。这将使得企业 1的利润为零而企业 2的利润为正。类似地，在任何低于 2c

的价格上，企业 1都没有做到最好（“leaving money on the table”）。在任何这样的价格上，

企业 2会选择生产零单位产品，但企业 1能增加自己的利润，方法是稍微提高一下自己产品

的价格。 

因此，这个博弈的一个纳什均衡是，企业 1 将价格定在 1 2p c= 水平，生产 2( )D c 单位
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产品，而企业 2将价格定在 2 2p c≥ 水平，生产零单位产品。 

在双头垄断行业中，企业的定价等于边际成本。这个结论多少有些不符合我们的直觉。

问题部分出在伯特兰博弈是个一次性博弈：选手们选择自己的价格，然后博弈结束。这通常

不是现实生活中的市场做法。 

理解伯特兰模型的一种方法是将其视为一个竞争性的（拍卖）竞价模型。每个企业提

交自己的密封报价，给出它愿意满足所有消费者的价格；拍卖人公开各个企业的报价，报价

最低者胜出。按照这种方式理解，伯特兰结果不再那么让人费解。我们都知道密封报价是一

种诱使企业激烈竞争的一种好方法，即使企业数量很少。 

到目前为止，我们一直假设每个企业的固定成本都为零。现在我们放松这个假设，考

虑：如果每个企业的固定成本 0K > ，将会出现什么样的情形。我们假设每个企业总是有权

关门停业，即生产零单位产品，从而成本为零。在这种情形下，上面介绍的逻辑立即产生了

伯特兰均衡：只要企业 1的利润非负，均衡价格等于企业 2的边际成本（企业 2的边际成本

比企业 1高）。如果企业 1的利润为负，那么不存在纯策略均衡。 

然而，博弈通常存在混合策略均衡，事实上这样的解通常能够明确计算出。在混合策

略均衡中，每个企业在其他企业可能选择的价格上有着一个概率分布，每个企业选择自己的

概率分布以使得自己的期望利润最大。在伯特兰模型中，混合策略似乎是不合理的；然而，

我们已说过问题所在：这是由于我们假设该博弈是一次性的。即使对于重复博弈，我们也可

以将混合策略解释为一种“销售”策略：小镇零售市场上的每个商店将自己的价格随机化，

从而在任何给定的一个星期内，某家商店的价格为小镇最低，从而捕获所有消费者。然而，

每个星期胜出的商店通常都是不同的。 

 

例：一个销售模型 

    我们计算双头垄断销售模型中的混合策略均衡。为简单起见，假设每个商店的边际成本

都为零，固定成本都为 k 。消费者有两类：知情消费者和不知情消费者。知情消费者

．．．．．

（informed consumers）知道商店索要的最低价格，不知情消费者（uniformed consumers）随

机选择一家商店。假设有 I 个知情的消费者和2U 个不知情的消费者。因此，每个商店在每

个阶段铁定能得到U 个不知情的消费者，如果它想得到知情的消费者，它的价格必须为最

低价格。每个消费者的保留价格为 r。 

    我们仅考虑对称性的均衡，其中每个企业使用相同的混合策略。假设 ( )F p 为均衡策略

的累积分布函数；也就是说， ( )F p 是商店选定的价格小于或等于 p的概率。令 ( )f p 表示

相应的概率密度函数，我们假设它是连续函数，因为这样我们可以忽略两家商店价格相等的

概率的情形

（一）

。 

 

                                                        
（一） 可以证明在均衡时，零概率就是这样的。 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 267 

给定这个假设，当某个企业设定了价格 p，与其相关的事件恰好有两个：要么它的价

格最低，这个事件的概率为1 ( )F p− ；要么它不是价格最低，这个事件的概率为 ( )F p 。如

果它的价格最低，它得到的收入为 ( )p U I+ ；如果它的价格不是最低，它得到的收入为 pU 。

在这两种情形下，它的固定成本都为 k。因此，商店的期望利润π 可以写为 

0
[ (1 ( ))( ) ( ) ] ( ) .p F p I U pF p U k f p dpπ

∞
= − + + −∫  

现在注意下面的简单结论：在均衡混合策略中在均衡混合策略中在均衡混合策略中在均衡混合策略中，，，，商店实际索要的每个价格必定产生相商店实际索要的每个价格必定产生相商店实际索要的每个价格必定产生相商店实际索要的每个价格必定产生相

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

同的期望利润同的期望利润同的期望利润同的期望利润

．．．．．．

。如若不然，必定有些价格的期望利润大于另外一些价格的期望利润，这样商

店可以增加选择前者的概率，从而增加期望利润。 

这意味着我们必定有 

( )(1 ( )) ( )p I U F p pF p U k π+ − + − = ， 

或者解出 ( )F p ， 

( )
( )

p I U k
F p

pI

π+ − −=                       （16.5） 

剩下的任务是确定π 。商店索要的价格小于或等于 r的概率为 1，因此我们必定有 ( ) 1F r = 。

由此可得 rU kπ = − ，将其代入（16.5）式可得 

( )
( )

p I U rU
F p

pI

+ −=  

令 /u U I= ，我们可以将上式写为 

( ) 1 .
ru

F p u
p

= + −  

当 / (1 )p ru u= + 时，这个式子等于零，因此当 p p≤ 时， ( ) 0F p = ；当 p r≥ 时， ( ) 1F p = 。 

 

16.5 互补与替代 

在我们的寡头垄断的两个模型（即古诺模型和伯特兰模型）中，我们一直假设两个企

业生产的产品是完全替代的。然而，我们可以放松这个假设，这样做的好处是我们可以指出

古诺均衡和伯特兰均衡之间存在着漂亮的对偶关系。这一点在线性需求函数下最容易看清

楚，尽管它的成立不依赖于线性需求函数，是普遍成立的。令消费者的反需求函数为 

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

p y y

p y y

α β γ
α γ β

= − −
= − −

 

注意，在这里，“交叉价格效应是对称的” ，这是因为良好表现的消费者需求函数要求它是

这样的。 
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相应的直接需求函数为 

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

y a b p cp

y a cp b p

= − −
= + −

 

其中参数 1 2, ,...aa 是参数 1 2, ,...αα 的函数。 

当 1 2αα = 和 1 2ββ γ= = 时，商品是完全替代的。当 0γ = ，不同企业的商品市场是独

立的。一般来说，

2
1 2/γ β β 可以用作描述产品差异程度的指数。当它为零时，市场是独立

的；当它为 1时，商品是完全替代的。 

为简单起见，假设边际成本为零。那么如果企业 1是古诺竞争者，它最大化的是 

1 1 1 2 1( )y y yα β γ− − ， 

如果它是伯特兰竞争者，它最大化的是 

1 1 1 2 1( ) .a b p cp p− −  

注意，上面两个式子在结构上非常相似：将第一个式子中的 1 1, ,α β γ 分别替换为 1 1, ,a b c−
就得到了第二个式子。因此，产品可替代情形（此时 0γ > ）下的古诺均衡和产品可互补情

形（此时 0c < ）下的伯特兰均衡的数学结构是相同的。 

    这个“对偶性”能让我们一次证明两个定理：当我们计算出了涉及古诺竞争的结果时，

只要将希腊字母替换为罗马字母，我们就能得到伯特兰竞争的结果。 

 例如，我们在前面已经知道，反应曲线的斜率在确定古诺模型中的比较静态结果时有着

重要作用。在这里讨论的异质性商品的情形下，企业 1的反应曲线是下列最大化问题的解： 

1
1 1 1 2 1max[ ]

y
y y yα β γ− −  

容易得到 

1 2
1

1

.
2

y
y

α γ
β

−=  

将希腊字母变为罗马字母，伯特兰模型中的反应曲线为 

1 2
1

1

.
2

a cp
p

b

+=  

注意，古诺模型中的反应曲线的斜率和伯特兰模型中的反应曲线斜率的符号是相反的。我们

已经知道，古诺模型中的反应曲线通常是向下倾斜的，这意味着伯特兰模型中的反应曲线通

常是向上倾斜的向上倾斜的向上倾斜的向上倾斜的

．．．．．

。这非常符合我们的直觉。如果企业 2增加它的产量，那么企业 1通常想要

降低自己的产量，目的在于迫使价格上升。然而，如果企业 2 提高了自己的价格，企业 1

通常发现：为了与价格上升相匹配，提高自己的价格对自己有利。 

    另外一种解释方法是使用策略性互补和策略性替代的概念。企业们的产量是策略性替代
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的，这是因为企业 2增加产量 2y 之后，如果企业 1也增加产量 1y ，那么企业 1的利润就会

降低。然而，企业 2提高价格 2p 之后，如果企业 1也提高价格，企业 1的利润就会增加。

由于交叉偏导数的符号不同，反应曲线的斜率符号也不同。 

 

16.6 产量领导 

双头垄断的另外一个模型是产量领导模型

．．．．．．

（quantity leadership model），也称为斯坦

．．

科尔伯格模型

．．．．．．

（Stackelberg model）。这个模型在本质上是个两阶段模型，其中充当领导者

的企业先行动。另外一个企业即追随者观察领导者的产量选择，从而选择自己的最优产量水

平。使用上一章的博弈术语来说，数量领导模型是个序贯博弈。 

 

 

图图图图 16.2：：：：古诺均衡和古诺均衡和古诺均衡和古诺均衡和斯坦科尔伯格斯坦科尔伯格斯坦科尔伯格斯坦科尔伯格均衡的比较均衡的比较均衡的比较均衡的比较。纳什均衡发生在两个企业的反应曲线的交

点处。斯坦科尔伯格均衡发生在一个企业的反应曲线与另外一个企业的等利润线相切之处。 

和以前一样，我们“逆向”求解。假设企业 1是领导者，企业 2是追随者。那么企业 2

的问题是直观的：给定企业 1的产量，企业 2希望使得它自身的利润 1 2 2 2 2( ) ( )p y y y c y+ −
最大化。注意 1 2( )p y y+ 是需求函数。这个最大化问题的一阶条件为 

2 2 2( ) ( ) ( ).p Y p Y y c y′ ′+ =                      （16.6） 

这正是我们在前面描述的古诺条件，和以前一样，我们可以使用这个式子推导出企业 2的反

应函数 2 1( )f y 。 

回到该博弈的第一阶段。现在企业 1 想选择它自己的产量水平，并且它知道企业 2 如

何对企业 1的选择做出反应。因此，企业 1希望使得它的利润最大 
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1 2 1 1 1 1( ( )) ( ).p y f y y c y+ −  

这个最大化问题的一阶条件为 

2 1 1 1( ) ( )[1 ( )] ( ).p Y p Y f y c y′ ′ ′+ + =                 （16.7） 

联立（16.6）和（16.7）式，我们就可以求得企业 1和 2的最优产量水平。 

    图 16.2 描述了斯坦科尔伯格均衡。在此图中，企业 1 的等利润线表示在这条线上的任

何产量都能产生相等的利润。位置较低的等利润线对应着较高的利润水平。企业 1想在企业

2的反应曲线上能使得企业 1的利润最大的那点上生产，如图所示。 

我们如何比较斯坦科尔伯格均衡和古诺均衡？从显示偏好原理立即可知：由于在斯坦

科尔伯格均衡中，企业 1（领导者）在企业 2（追随者）的反应曲线上选择它（企业 1）的

最优点，而在古诺均衡情形下，企业 1在企业 2的反应曲线上选择的点是“任意的”，因此，

斯坦科尔伯格均衡下企业 1的利润通常比古诺均衡中企业 1的利润大。 

作为领导者和作为追随者的利润有何不同？企业愿意做领导者还是追随者？这个问题

有着漂亮的、一般性的结论，但需要证明。我们将在下列假设条件下分析异质性产品这样的

一般情形，假设企业 1和 2的产品分别为 1y 和 2y 。（当然，这些假设包含产品同质的情形，

即 1y 和 2y 是完全替代的。） 

假设假设假设假设 1：：：：替代性产品替代性产品替代性产品替代性产品。 1 1 2( , )y yπ 是 2y 的严格递减函数， 2 1 2( , )y yπ 是 1y 的严格递减

函数。 

假设假设假设假设 2：：：：向下倾斜的反应曲线向下倾斜的反应曲线向下倾斜的反应曲线向下倾斜的反应曲线。反应曲线 ( )i if y 是严格递减的函数。 

命题命题命题命题【【【【喜欢做领导者喜欢做领导者喜欢做领导者喜欢做领导者】】】】。在假设在假设在假设在假设 1 和和和和 2 之下之下之下之下，，，，企业总是企业总是企业总是企业总是弱偏好弱偏好弱偏好弱偏好

．．．

于做领导者而于做领导者而于做领导者而于做领导者而

不是追随者不是追随者不是追随者不是追随者。 

证明。令

* * * *
1 2 1 2 1( , ) ( , ( ))y y y f y= 为企业 1 为领导者时的斯坦科尔伯格均衡。首先，我

们需要证明 

* *
1 2 1( ) .f y y≤                        （16.8） 

反证。假设不是，因此有 

* *
1 2 1( ) .f y y>                       （16.9） 

将上式两侧应用函数 2 ( )f ⋅ 可得 

* * *
2 1 2 1 2 1 2 2( ( )) ( )f f y f y y< =                   （16.10） 

不等式（1）可从假设 2推出；等式（2）可从斯坦科尔伯格均衡的定义推知。 

现在我们有下列一连串不等式 

* * * * * *
1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( ( ), ) ( ( ), ( ( ))).y y f y y f y f f yπ π π≤ <          （16.11） 
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不等式（1）可从反应函数的定义中推出；不等式（2）可从（16.10）式和假设 1 推出。根

据（16.11）式，点 * *
1 2 2 1 2( ( ), ( ( )))f y f f y 产生的利润高于

* *
1 2 1( , ( ))y f y 产生的。这与我们已开

始假设

* *
1 2 1( , ( ))y f y 是斯坦科尔伯格均衡相矛盾，从而（16.9）不成立而（16.8）成立。 

现在，我们想要的结果可立即从下列不等式推出 

2

* * * *
2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2max ( ( ), ) ( ( ), ) ( , ).

y
f y y f y y y yπ π π≥ ≥  

不等式（1）可从利润最大化推出，不等式（2）可从（16.8）和假设 1推出。上面这个不等

式的左侧和右侧的项表明，对于企业 2来说，它做领导者的利润不会小于企业 1为领导者时

的它（企业 2）的利润。■ 

由于人们通常认为反应曲线向下倾斜，已经企业间的商品是替代的，我们这个命题表

明每个企业都偏好做领导者。然而，哪个企业真正做领导者通常要取决于历史因素，例如哪

个企业先进入市场等。 

 

16.7 价格领导 

价格领导

．．．．

（price leadership）是一个企业制定价格而其他企业将这个价格作为给定的情

形。价格领导模型和斯坦科尔伯格模型的求解方法是一样的：首先我们推导出追随者的行为，

然后再推导出领导者的行为。 

在异质性商品的模型中，令 1 2( , )ix p p 表示消费者对企业 i产品的需求。追随者（企业

2）将 1p 视为给定的，它的策略是选择 2p 。也就是说，追随者（企业 2）的最大化问题是 

2
2 2 1 2 2 2 1 2max ( , ) ( ( , )).

p
p x p p c x p p−                （16.12） 

我们令 2 2 1( )p g p= 表示企业 2的反应函数，它将企业 2的最优价格 2p 表示为 1p 的函数。 

然后，领导者（企业 1）通过求解自己的最大化问题 

1
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1max ( , ( )) ( ( , ( ))).

p
p x p g p c x p g p−  

找到自己的最优 1p 值。 

    一种有趣的特殊情形是当这两个企业销售相同的产品。在这种情形下，如果企业 2的销

量为正，它的售价 2p 必定等于 1p ，即 2 1p p= 。对于每个价格 1p ，追随者将 1p 视为给定的，

并在此情形下选择使得利润最大化的产量 2 1( )S p 。因此，这种情形下的反应函数就是竞争

性的供给曲线。 

如果企业 1索要价格 1p ，企业 1将销售 1 1 1 2 1( ) ( ) ( )r p x p S p= − 单位产品。函数 1( )r p

称为企业 1面对的剩余需求曲线

．．．．．．

（residual demand curve）。企业 1选择能满足下列问题的

1p ： 
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1
1 1 1 1max ( ) ( ( )).

p
p r p c r p−  

这正好是面对着剩余需求曲线 1( )r p 的那个垄断企业的利润最大化问题。 

图 16.3描述了这个问题的解。我们从市场需求曲线减去企业 2的供给曲线，从而得到

剩余需求曲线。然后我们使用MR=MC条件来求领导者的产量。 

 

 

图图图图 16.3：：：：价格领导价格领导价格领导价格领导。企业 1从市场需求曲线减去企业 2的供给曲线得到剩余需求曲线。然后

在这条曲线上选择利润最大的产量水平。 

 

我们回到异质性产品情形，在这里我们对企业是喜欢做追随者还是领导者感兴趣。我

们注意到：只要将 iy 替换为 ip ，我们在上面证明的结果立即可以扩展到价格领导模型。然

而，这种扩展存在着两个问题。首先，一个企业的利润未必是另外一个企业产品价格的减函

数。企业 1的利润关于企业 2产品价格的导数为 

1 1 2 1 1 2
1 1 1 1 2

2 2

( , ) ( , )
[ ( ( , )]

p p x p p
p c x p p

p p

π∂ ∂′= −
∂ ∂

 

这个导数值的符号取决于价格是否大于边际成本。可以证明，这个问题能够得到解决；在价
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格领导模型中，只要反应函数是向下倾斜的，企业仍然喜欢做领导者。 

然而，在价格领导模型中，反应曲线不可能是向下倾斜的。为简单起见，假设边际成

本为零。那么企业 2的反应函数必定满足一阶条件 

2 1 2 1
2 2 1 2 1

2

( , ( ))
( , ( )) 0.

x p g p
p x p g p

p

∂ + ≡
∂

 

根据比较静态计算可知， 

2 1( )g p 的符号与

2
2 2

2
1 2 1

x x
p

p p p

 ∂ ∂+ ∂ ∂ ∂ 
的符号相同。 

上面方括号内的第一项可能为正也可能为负，但如果商品 1和 2是替代品，那么第二项的符
号为正。因此，正如我们在前面指出的，在价格领导模型中，我们期望反应曲线是向上倾斜向上倾斜向上倾斜向上倾斜

．．．．

的的的的

．

。 

命题  【意见一致意见一致意见一致意见一致（Consensus）】。如果两个企业的反应函数都是向上倾斜的如果两个企业的反应函数都是向上倾斜的如果两个企业的反应函数都是向上倾斜的如果两个企业的反应函数都是向上倾斜的，，，，

那么如果一个企业偏好做领导者那么如果一个企业偏好做领导者那么如果一个企业偏好做领导者那么如果一个企业偏好做领导者，，，，则另外一个企业必定偏好做追随者则另外一个企业必定偏好做追随者则另外一个企业必定偏好做追随者则另外一个企业必定偏好做追随者。 

证明。参见 Dowrick（1986）。■ 

从上面的命题立即可以推知下列命题。 

命题  【喜欢做追随者喜欢做追随者喜欢做追随者喜欢做追随者（following preferred）】如果两个企业的成本函数和需求如果两个企业的成本函数和需求如果两个企业的成本函数和需求如果两个企业的成本函数和需求

函数都相同函数都相同函数都相同函数都相同，，，，而且它们的反应曲线都是向上倾斜的而且它们的反应曲线都是向上倾斜的而且它们的反应曲线都是向上倾斜的而且它们的反应曲线都是向上倾斜的，，，，那么每个企业必定偏好做那么每个企业必定偏好做那么每个企业必定偏好做那么每个企业必定偏好做

追随者而不是领导者追随者而不是领导者追随者而不是领导者追随者而不是领导者。。。。 

证明。如果一个企业偏好做领导者，根据对称性可知，另外一个企业也必定偏好做领导者。

但这立即与前面的命题矛盾。■ 

在产品为同质的这种特殊情形下，我们还有一种证明方法。这个证明需要使用图 16.3。

在这个图中，企业 1选择 *p 和产量水平 *
1q 。在价格为 *p 时，企业 2本来可以选择与企业 1

相同的产量

*
1q ，但是它没有这么做，而是选择位于企业 2 供给曲线上的产量。因此，均衡

时企业 2的利润比企业 1的高。 

在定价博弈中，为何企业偏好做追随者而不是领导者？在直觉上，原因在于在这种情

形下，领导者为了维持价格必须降低产量，而追随者可以将领导者制定的价格作为既定的，

并且它愿意生产多少就生产多少；也就是说，追随者可以搭乘追随者限制产量的便车。 

16.8 模型分类与模型选择 

我们已经讨论了双头垄断的四种模型：古诺模型、伯特兰模型、产量领导模型与价格

领导模型。从博弈论的观点来看，这些模型的区别在于两个方面：首先，定义的策略空间（价

格或产量）不同；其次，信息集不同：一个选手在行动时是否知道其他选手的选择。 

在这四种模型中，哪一种是正确的？一般来说，这个问题没有答案；我们只能具体环
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境具体分析，也就是说在选择模型时，我们需要考察特定的经济形势或产业。下面是一些有

用的建议。 

需要记住这些模型都是“一次性博弈”，但在现实应用中，我们通常试图模拟实时互动，

即能持续很多期的产业结构。因此，我们自然要求用于模拟企业策略性变量的变量，不能立

刻得到调整——这些变量一旦被选定，将持续某个时期，从而使得一次性博弈分析能在某种

程度上代表现实生活中发生的经济现象。 

例如，考虑伯特兰均衡。正式地说，伯特兰博弈是个一次性的博弈：两个寡头垄断企

业同时定价而无需观察对方的选择。但是如果在你看到对手的价格后（在消费者看到你和你

对手的价格之前），你能迅速且无成本地调整你的价格，那么伯特兰模型就不是个有吸引力

的模型：只要竞争企业观察到另外一个企业的价格，它能立即作出反应，从而很有可能导致

非伯特兰结果。 

如果企业的产量调整起来比较缓慢，选择古诺模型似乎比较合适。在把“产量”解释

为“产能”的情形下，古诺模型尤其具有吸引力。其中的思想在于，每个企业秘密地选择自

己的产能，因为它们认识到一旦产能选定，它们将展开价格竞争即进行伯特兰博弈。Kreps 

and Scheinkman（1983）分析了这个两阶段的博弈，结果发现该博弈的结果通常是古诺均衡。

我们将大致说说这两位经济学家提出的模型的简化版本。 

假设在第一期，每个企业同时选择某个产量水平 iy 。在第二期，每个企业选择自己的

售价。我们对这个两阶段的博弈的均衡比较感兴趣。 

和往常一样，我们从第二期开始分析。在第二期，企业 i的销量若小于 iy 则它的边际成

本为零，若它的销量大于 iy ，则它的边际成本无穷大。在均衡时，每个企业必定索要相同

的价格；如若不然，一个企业索要的价格只要稍微比对手低，就对自己很有利。另外，每个

企业索要的价格不会高于 1 2( )p y y+ 。如果高于，那么只要其中一个企业稍微降低自己的价

格，就能占据整个市场。最后，每个企业索要的价格不会低于 1 2( )p y y+ ，这是因为当每个

企业的销量达到产能上限时，提高价格对每个企业都有利。（这个论证的看起来相当直观，

但要严格证明却非常困难。） 

 

    此处重要的结论是，当每个企业的销量达到产能上限时，那么每个企业都不会降低价格。

的确，如果一个企业降价那么它将能夺走对手的所有消费者，但是由于它已将所有产品都卖

光了，那些额外的消费者对它毫无用处，所以它不会降价

（一）

。 

在知道第二期的均衡价格就是产量达到产能上限时的反需求，第一期的均衡就迎刃而

解：它就是古诺均衡。因此，古诺产能竞争之后若是伯特兰价格竞争，那么其结果就是标准

的古诺均衡。 

                                                        
（一） 然而，它的确带来了一个微妙的问题：如果一个企业得到额外的消费者，从而使它的产品供不应求后，
我们必须建立一个分配规则来指明如何应付这些额外的消费者。Davidson and Deneckere（1986）证明，指
明分配规则后，均衡的本质可能受到影响。 
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16.9 推测变量 

上面介绍的价格领导博弈和产量领导博弈能进行有趣的推广。我们已经知道描述斯坦

科尔伯格模型中最优产量选择的一阶条件为 

2 1 1 1 1( ) ( )[1 ( )] ( )p Y p Y f y y c y′ ′ ′+ + = .              （16.13） 

2 1( )f y′ 这一项表示的是企业 1关于企业 2的最优行为如何随着 1y 变化而变化的这种信念。 

在斯坦科尔伯格模型中，这个信念等于企业 2 的实际反应函数的斜率。然而我们可以

将 2 1( )f y′ 这一项看作关于企业 2如何对企业 1的选择作出反应的任意“推测”。不妨将它称

为企业 1关于企业 2的推测

．．

变量

．．

（conjectural variation），记为 12v 。现在一阶条件变为 

12 1 1 1( ) ( )[1 ] ( )p Y p Y v y c y′ ′+ + =                    （16.14） 

这种参数化的好处是不同的参数直接对应着我们在前面讨论的各种模型的一阶条件。 

  1） 12 0v = 。这是古诺模型，在这个模型中每个企业相信其他企业的选择和它的选择无关； 

  2） 12 1v = − 。这是竞争性模型，因为此时一阶条件简化为价格等于边际成本； 

  3） 12v =企业 2的反应函数的斜率。这当然是斯坦科尔伯格模型； 

  4） 12 2 1/v y y= 。这是合谋模型。在这种条件下，一阶条件变为行业利润最大，所以结果

是合谋均衡。 

这个表表明，我们在前面讨论的每个主要模型只是推测变量模型的一种特殊情形。在

这个意义上，推测变量思想的作用是可以作为划分寡头垄断模型的依据。 

然而，推测变量模型不是令人满意的行为模型。问题在于它把本质为静态的模型粉饰

为动态的，因此是一种伪动态模型。我们在前面讨论的每个模型都是一次性模型：在古诺模

型中，每个企业独立地选择产量；在斯坦科尔伯格模型中，领导者先选择产量，期望对方能

作出最优反应，等等。推测变量模型表明一个企业选择某个产量，是因为它期望对方能以某

种特定方式作出反应：但在一次性博弈中，对方如何做出反应？如果你想模拟动态情形，其

中每个企业都能对对手的产量选择作出反应，那么你应该考察重复博弈。 

16.10 合谋 

截止到目前，我们描述的模型都是非合作博弈

．．．．．

（non-cooperative games）。每个企业都

竭力使得自己利润最大化，每个企业都独立地作出自己的决策。如果我们放松这个假设，考

虑可能的合作，结果将会怎样？在一个行业中，如果该行业的企业在价格和产量的制定上能

够实现某种程度的合谋，那么该行业称为卡特尔

．．．

（cartel）。 

我们自然会考虑如果两个企业选择它们的产量来实现联合利润最大化，将会出现什么

样的情形。在这种情形下，这两个企业同时选择产量 1y 和 2y ，以便使得行
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业利润最大： 

1 2
1 2 1 2 1 1 2 2

,
max ( )[ ] ( ) ( ).
y y

p y y y y c y c y+ + − −  

一阶条件为 

* * * * * * *
1 2 1 2 1 2 1 1

* * * * * * *
1 2 1 2 1 2 2 2

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ).

p y y p y y y y c y

p y y p y y y y c y

′ ′+ + + + =
′ ′+ + + + =

           （16.15） 

由于这两个式子的左侧是相同的，右侧必定相等——每个企业必定使得它们的生产边际成

本相等，即

* *
1 1 2 2( ) ( )c y c y′ ′= 。 

卡特尔解的问题在于它不是“稳定的”。企业总有背叛的动力：生产的产量超过约定

产量。为了看清这一点，考虑如果企业 1 稍微增加一些产量 1dy 但假设企业 2 仍然生产卡

特尔约定的产量

*
2y ，将会出现什么样的结果。企业 1的利润随着 1y 的变化而变化，企业 1

的利润在卡特尔解之处的导数为 

* *
* * * * * * * * *1 2
1 2 1 2 1 1 1 1 2 2

1

( , )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

y y
p y y p y y y c y p y y y

y

π∂ ′ ′ ′= + + + − = − + >
∂

 

其中：等式的符号来自于一阶条件（16.15），而不等式的符号来自需求曲线向下倾斜这个事

实。 

如果一个企业认为其他企业将按照约定的产量生产，那么它自己增加产量就可以增加

自己的利润，因为它卖得产品更多了。但是如果它不认为企业将按照约定的产量生产，它生

产约定产量这个决策一般来说不是最优的。在这两种情形下，它都有增加产量的动机，尽可

能地获得更高的利润。 

这样的策略形势类似于囚犯的困境：如果你认为其他企业守约，背叛对你来说就是值

得的——生产的产量超过约定产量。如果你认为其他企业不会守约，那么你生产的产量超过

约定的产量，通常也是有利可图的。 

    为了使得卡特尔结果可行，卡特尔必须找到某种方法来稳定市场。这样的方法通常是对

违背卡特尔协议的企业进行惩罚。例如，其中一个企业，比如企业 1，可能宣称：如果它发

现有企业不按约定的产量生产，它自己也会增加自己的产量。这样就产生了一个有趣的问题：

如果存在企业不守约，企业 1应该增加多少产量？ 

我们在上一节已经知道，支持卡特尔解的推测变量 12 1 2/v y y= 。这意味着什么？假设

企业 1宣称：若果企业 2增加产量 2dy ，那么企业 1的反应是增加产量 1 1 2 2( / )dy y y dy= 。

如果企业 2相信这是个威胁，那么增加的产量 2dy 带来的预期利润变化为 
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*
* * * * * *1

2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2*
2

* * * * * * *
1 2 1 2 1 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )

0

y
d p y y dy p y y dy y c y dy

y

p y y p y y y y c y dy

π
 ′ ′= + + + + − 
 

′ ′ = + + + + − 

=

 

因此，如果企业 2认为企业 1将如此反应，那么企业 2就不会期望背叛能带来更多的利润。 

企业 1 的惩罚策略的本质在市场份额为不对称的情形下能看得更清楚。假设在卡特尔

均衡解中，企业 1的产量是企业 2产量的 2倍。那么为了防止企业 2背叛，企业 1必须威胁

称它将生产的产量是企业 2 背叛后产量的 2 倍。另一方面，为了防止企业 1 背叛，企业 2

只需要宣称它将生产的产量是企业 1背叛后产量的 1/2即可。 

尽管很形象，这类分析存在着和推测变量同样的问题：它硬生生将动态互动情形套进

静态的模型之中。然而，我们将看到一个严格的动态分析涉及到的思想和这里有很多相同之

处。让卡特尔结果成为可行结果的关键问题，是对背叛行为构建合适的惩罚措施。 

 

16.11 重复寡头博弈 

到目前为止我们讨论的所有博弈都是一次性博弈。但是现实市场的互动通常是实时的，

因此，我们自然应该考虑重复博弈。最简单的方法是将古诺博弈想象成一个重复博弈。 

处理方法类似于重复囚犯困境的分析方法（详见第 15 章）。在这种情形下，合作的结

果就是卡特尔解。企业可以选择古诺产量作为惩罚措施。于是，支持卡特尔解的策略是下面

这样的：选择卡特尔约定的产量，除非对方背叛；如果对方背叛，你就选择古诺产量。与囚

犯困境的情形一样，这是个纳什策略集，只要贴现率不是很高。 

不幸的是，这样的博弈有很多其它均衡策略：正如重复囚犯困境博弈的情形一样，几

乎任何策略都可能成为纳什均衡。更为严重的是，对于有限次有限次有限次有限次

．．．

重复产量决策博弈，结果也是

这样的，这与重复囚犯困境博弈不同（无限次重复囚犯困境博弈才会出现这样的结果）。 

为了看清这一点，我们考虑两个相同企业之间的一个两期博弈，这两个企业的边际成

本都为零。考虑企业 1 的下列策略：在第一期生产产量 1y 。如果你的对手在第一期生产的

产量为 2y ，你的策略是在第二期生产古诺产量 1
cy 。如果你的对手生产的产量不是 2y ，那么

你的策略是生产足够大的产量，将市场价格压低为零。 

企业 2对这个威胁的最优反应是什么？如果企业 2在第一期生产 2y ，在第二期生产 2
cy ，

那么它得到的收益为 2 1 2 2 1 2( , ) ( , )c cy y y yπ δπ+ 。如果企业 2 在第一期生产的产量不是 2y ，

比如说为 x，那么企业 2得到的收益为 2 1( , )y xπ 。因此，当 

2 1 2 2 1 2 2 1( , ) ( , ) max ( , )c c

x
y y y y y xπ δπ π+ >  

时，企业 2会选择与企业 1合作，因为利润更大。这个条件通常对一系列的 1 2( , )y y 成立。 
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问题在于实际执行惩罚策略的这种威胁是不可信的：一旦第一期结束，超量生产通常

不符合企业 1的利益。换句话说，超量生产不是仅包含第二期的子博弈的均衡策略。使用第

15章的术语来说，这个策略不是子博弈完美。 

不难证明，在有限次重复进行的产量制定博弈中，唯一的子博弈完美均衡是重复一次

性的古诺均衡，至少当一次性古诺均衡是唯一时是这样的。证明方法是常见的逆向归纳法：

因为在最后一期，古诺均衡是唯一的结果，所以选手在第一期宣称将干预最后一期结果的威

胁是不可信的，因此，“缺乏远见的”古诺均衡是唯一的选择。 

自然我们会问：在有限次重复博弈中，卡特尔产量是个可持续的子博弈完美均衡吗？

弗里德曼（Friedman, 1971）证明了答案是肯定的。可行的策略类似于上一章讨论的惩罚策

略。令

c
iπ 表示企业 i从一期古诺均衡得到的利润，令 *

iπ 表示企业 i从一期卡特尔结果得到

的利润。考虑企业 1的下列策略：生产卡特尔产量水平，除非企业 2背叛。如果企业 2背叛，

则永远生产古诺产量。 

如果企业 2 相信企业 1 在某个给定时期将生产古诺产量水平，那么它的最优反应也是

生产古诺产量水平。（这是古诺均衡的定义！）因此，重复古诺产量无疑是重复博弈的一个均

衡。 

为了看清企业 2 生产卡特尔产量水平是否为有利可图的，我们必须比较它选择背叛得

到的利润现值和它选择合作得到的利润现值。令 2
dπ 表示企业 2选择背叛得到的利润，上述

条件变为 

*
2 2

2 .
1 1

c
d π ππ δ

δ δ
+ <

− −
 

上式左侧的意思是，企业 2在背叛当期得到的利润加上它在以后各期生产古诺产量得到的利

润现值。将上式变形可得下列条件， 

*
2 2

2 2

.
d

d c

π πδ
π π

−>
−

                            （16.16） 

只要δ 足够大即贴现率足够小，那么这个条件就能得到满足。与重复囚犯困境博弈一样，这
个博弈也存在着很多其它解。 

    如果我们允许选手采取其它不同的惩罚措施，而不是仅局限于古诺版本的惩罚措施，那

么我们就可以扩展（子博弈完美）惩罚策略的思想。例如，阿布鲁（Abreu, 1986）证明，如

果在某一期选手采取惩罚措施，然后在下一期又回到古诺产量，那么这样的做法足以支持卡

特尔均衡。这让我们想起了推测变量模型中的最优惩罚结果——只要一个企业能够非常迅速

地惩罚另外一个企业，它就能保证对方不能从背叛中获得好处。夏普洛（Shapiro，1989）

综述了重复寡头博弈的结果。感兴趣的读者可以参考这篇文献。 

 

16.12 序贯博弈 
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上一节介绍的重复博弈只是一次性市场博弈的简单重复进行版本。一个企业比如企业 1

在某一期做出的选择会间接影响它的竞争对手的行为，但不会影响企业 1自身在其他期的利

润。然而，在现实中，某个时点的决策影响以后各期的产量。在某些博弈中，这类投资决策

起着重要的策略性作用。 

在分析这类行为的模型时，有必要区分纳什均衡和子博弈完美均衡。为了说明这种区

别的重要性，我们举一个非常简单的例子。以企业进入市场为例。 

考虑某个行业，该行业有两个企业准备在条件成熟时进入市场。假设进入不需要成本，

而且存在某种外生的生产技术进步使得生产成本逐渐降低。令 1( )tπ 表示如果在 t时市场上

只有一家企业情形下，该企业在 t时赚取利润的现值。令 2 ( )tπ 表示如果在在 t时市场上有良

家企业情形下，每家企业在 t时赚取利润的现值。这种简化的利润函数掩盖了行业内的确切
竞争形式；我们需要的仅是 1 2( ) ( )t tπ π> 对于所有 t成立，这意味着完全垄断企业的利润大

于每个双头垄断企业的。 

我们用图 16.4 表示这些利润流。我们假设一开始利润增长速度比利率快，从而导致贴

现利润随着时间推移而增加。但是最终该行业中的技术进步速度减缓，使得利润增长速度低

于利率增长速度，从而使得利润现值下降。 

 

 

图图图图 16.4：：：：利润流与进入利润流与进入利润流与进入利润流与进入。在子博弈完美均衡中，第一家企业在 0t 时进入，此时它的贴现利

润为零。在 1t 时进入是个纳什均衡，但不是子博弈完美均衡。 

我们感兴趣的问题是进入模式问题。最明显的方案是 1 2( , )t t ，即当完全垄断利润比双头

垄断利润大时，其中一个企业比如企业 1进入；当双头垄断利润大于完全垄断利润时，企业

2进入。这是常见的进入条件——利润为正。的确，容易验证，这是个纳什均衡。然而，多

少有些令人意外的是，它不是子博弈完美均衡。 
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为了看清这一点，考虑如果企业 2（第二个进入者）决定进入时刻稍微比 1t 早一点，将

会发生什么样的结果。企业 2无疑会在一段较短时期内赔钱，但现在企业 1宣称在 1t 时进入

的威胁就不再可信。由于企业 2进入市场，企业 1在 1t 时进入市场不再有利可图。因此，在

区间 1 2[ , ]t t ，企业 2得到的正垄断利润，在 2t 之后得到双头垄断利润。 

当然如果企业 2决定进入时点比 1t 时稍微早一些，企业 1也会这么做。这个模型的唯一

子博弈完美均衡是其中一个企业在 0t 时进入，在这个时点上，初始垄断阶段的利润被压低为

零；也就是说，位于 1( )tπ 上方且在 0t 与 1t 之间的面积等于位于 1( )tπ 下方且在 1t 与 2t 之间的

面积，但符号相反。进入威胁使得垄断利润全部消失了！ 

稍微思考一下就知道这意味着什么。由于这两个企业的地位是相等的，如果它们最终

得到的利润不同，那么这样的结果多少令人吃惊。在子博弈完美均衡中，先进入者的垄断利

润被竞争消散，剩下的只是博弈的双头垄断阶段的利润。 

 

16.13 限制性定价 

经济学家通常把进入威胁看成寡头垄断的约束力。即使行业只有少数几家企业，也可

能存在很多潜在的进入者，因此“实际”竞争程度非常高。即使对于垄断企业来说，当它面

对进入威胁时，也可能进行价格竞争。这种旨在阻止进入的定价策略称为限制性定价

．．．．．

（limit 

pricing）。 

这个观点在表面上有很大的吸引力，但它存在着一些严重的问题。我们用一个正式模

型来考察其中几个问题。假设有两个企业，一个为在位者（incumbent），该企业已进入市场

并已生产；另外一个为潜在进入者，这个企业正考虑进入市场。市场需求函数和两个企业的

成本函数为共同知识。博弈有两期：在第一期，垄断者制定价格和产量，潜在进入者能观测

到这些变量，在这个时点上它决定是否进入市场。如果进入，在第二期这两个企业就构成了

某种双头垄断博弈。如果不进入，在位者在第二期索要垄断价格。 

在这个模型中，限制性定价特征是什么？几乎没什么特征。如果进入，必定是双头垄

断均衡。潜在进入者唯一关注的事情是预测它能从双头垄断均衡中得到的利润。由于潜在进

入者完全知道成本和需求函数，第一期的价格没有传递任何信息。因此，在位者在第一期能

够并且索要垄断价格，从而获得垄断利润。 

你可能会认为，为了向潜在进入者发出“如果进入，定当痛击”的信号，在位者也许

会在第一期索要较低的价格。但这是个无效的威胁；如果其他企业进入了，那么在位者在这

个时点上会理性地选择利润最大化的策略。由于潜在进入者知道所有相关信息，它会事先预

测在位者的利润最大化策略，从而相应制定自己的计划。 

在这样的架构中，限制性定价没有起到任何作用，这是因为第一期的定价不能传达第

二期博弈的信息。然而，如果我们在模型中置入一些不确定因素，我们将发现限制性定价是

个均衡策略。 
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考虑下面简单的模型。如果市场价格不大于 3，某商品的需求为 1单位。在位者和潜在

进入者分别只有一个。在位者的边际成本为常数 0或 2元（也就是说在位者可能是低成本的

也可能是高成本的，因此存在着不确定性），潜在进入者的边际成本为常数 1元。为了进入

市场，进入者必须支付 1/4元进入费。如果进入者进入市场，我们假设这两个企业展开伯特

兰竞争。 

由于这两个企业的成本不同，这意味着其中一个企业被驱逐出市场。如果在位者的成

本更低，那么它制定的价格将稍微小于进入者的边际成本（1元），从而将进入者赶出市场。

在这种情形下，在位者的利润为 1，进入者损失了进入费（1/4元）。如果在位者的成本更高，

那么进入者制定的价格将稍微小于 2 元，从而赚取了 3/4 元（=2-1-1/4）的利润，并且把在

位者赶出市场。 

如果在位者的成本更高，而且潜在进入者不进入，那么在位者将索要垄断价格 3 元，

赚取的利润为 1元。问题在于，在位者在第一期制定的价格为多少？在本质上，低成本在位

者倾向于制定下列这样的价格即该价格对于高成本在位者是不可行的，因为这种做法是在向

潜在进入者示威：我的成本很低。假设低成本在位者在第一期制定的价格稍微小于 1元，在

第二期制定垄断价格 3元。这对于低成本在位者仍然是有利可图的，因为它的成本为 0。但

是这个政策对于高成本在位者不是有利可图的——在第一期，它损失的利润稍微大于 1元，

在第二期它的利润仅为 1元。在整体上，这个政策导致了损失。由于只有低成本企业才有能

力制定较低的价格（1元），这是个可信的威胁信号。这个例子表明，在不完全信息模型中，

限制性定价的确能发挥作用：它向潜在进入者发出了在位者成本类型的信号，从而阻止了进

入，至少在某些情形下能阻止进入。（本章结束）■ 

 

注释 

Shapiro（1989）很好地综述了寡头垄断理论。我沿用了他处理重复博弈的方法。寡头

垄断的比较静态分析内容，借鉴了 Dixit（1986）。销售模型来自 Varian（1980）。古诺模型

中的产能选择的讨论，是根据 Kreps and Scheinkman（1983）的材料改编而成。领导者-追随

者博弈的利润分析借鉴了 Dowrick（1986）。Sonnenschein（1968）首先注意到了古诺均衡和

伯特兰均衡的对偶性，后来 Singh and Vives（1984）扩展了这一分析。我在教材中给出的限

制性定价模型是受到了Milgrom and Roberts（1982）的启发。 

 

 

习题 

16.1假设我们有四个企业，其中两个的边际成本为常数 1c ，另外两个企业的边际成本为常数

2c ，并且有 2 1c c> 。求该模型的伯特兰均衡和竞争性均衡。 

16.2考虑教材 16.5节一开始描述的销售模型。随着 /U I 增加， ( )F p 将会发生什么变化？
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解释这个结果。 

16.3给定教材 16.5节一开始描述的线性反需求函数，推导出直接需求函数的参数表达式。 

16.4使用上一个问题中的线性需求函数，证明与伯特兰竞争相比，古诺竞争中的产量总是更

低、价格总是更高。 

16.5证明如果两个企业的反应函数曲线都是向上倾斜的即 ( ) 0i jf y′ > ，而且假设

* *
1 2( , )y y 是

斯坦科尔伯格均衡，那么

* * *
2 1 2 2 1 2( ( )) ( )f f y f y y> = 。 

16.6与竞争性模型相伴的推测变量 12 1v = − 。这意味着当一个企业增加一单位产量时，另外

一个企业将减少一单位产量。在直觉上，很难想象这竟然是竞争性行为。问题出在哪里？ 

16.7证明如果对于所有 0x > 都有 1 2( ) ( )c x c x′ ′< ，那么在卡特尔解中必然有 1 2y y> 。 

16.8假设有两个相同的企业，它们按照卡特尔解生产，而且每个企业都相信，如果它调整产

量，另外一个企业也会调整产量，从而使得每个企业的市场份额都为 1/2。这意味着推测变

量等于多少？这意味着该行业结构是什么样的？ 

16.9 为什么有限次重复古诺博弈有很多均衡，而在有限次重复囚犯困境博弈中只有一个均

衡？ 

16.10 假设某个行业由 2 个企业组成，每个企业的边际成本都为 0。该行业面对的（反）需

求曲线为 

( ) 100p Y Y= − ， 

其中 1 2Y y y= + 是总产量。 

  （a）求该行业竞争性均衡的产量水平。 

  （b）如果每个企业都是古诺竞争者，给定企业 2的产量，企业 1的最优产量为多少？ 

  （c）计算古诺均衡时每个企业的的产量。 

  （d）计算该行业的卡特尔产量。 

  （e）如果企业 1是追随者，企业 2是领导者。计算斯坦科尔伯格均衡时每个企业的产量。 

16.11 考虑某个古诺行业，在该行业中，企业的产量分别记为 1,..., ny y ，总产量记为

1

n

ii
Y y

=
=∑ ，行业需求曲线记为 ( )P Y ，每个企业的成本函数为 ( )i i ic y cy= 。为简单起见，

假设 ( ) 0P Y′′ < 。假设每个企业都需要缴税，税率为 it 。 

  （a）写出企业 i的一阶条件。 

  （b）证明该行业的产量和价格仅取决于税率之和
1

n

ii
t

=∑ 。 

  （c）考虑每个企业的税率都发生变化但行业税收负担不变的情形。令 it∆ 表示企业 i的税

率变化，我们要求

1
0

n

ii
t

=
∆ =∑ 。假设所有的企业都没有退出市场，计算企业 i的均衡产量

变化即 iy∆ 。提示：不需要求导数；这个问题可以通过考察问题（a）和（b）得到解答。 
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16.12某个行业的结构如下。该行业有 50家竞争性企业，每个企业的成本函数都相同即都为
2( ) / 2c y y= 。该行业还有一个垄断企业，它的边际成本为 0。该行业的需求曲线为 

( ) 1000 50 .D p p= −  

  （a）求其中一个竞争性企业的供给曲线。 

  （b）竞争性部门的总供给为多少？ 

  （c）如果垄断企业的定价为 p，求它的销量。 

  （d）求垄断企业的利润最大化产量。 
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17交换 
     

在第 13章我们探讨了单个市场的经济理论。我们已经知道如果市场里有很多人，可以

合理地认为每个人都是市场价格的接受者，价格是不受他控制的。给定这些外生的价格，每

个人于是决定他对商品的需求或供给。价格调整到使市场出清，在这样的均衡价格下，没有

人会想改变他的行为。 

单个市场的均衡是一种局部均衡模型，在该模型中，除了我们关注的某商品外，所有其

他商品的价格都是假定不变的。在一般均衡模型中，所有价格都是变量，均衡要求所有的市

场都出清。因此，一般均衡理论不仅需要考虑单个市场的运行，还需要考虑市场间的所有互

动关系。 

为了方便阐述，我们首先研究一般均衡模型的一种特别情形，在这种情形下，所有人都

是消费者，不存在生产者。这种情形，称为纯粹交换，它阐述的很多现象同样适用于涉及生

产者的这种更广泛的情形。 

在一个纯粹交换的经济中，我们有几个消费者，每个消费者都完全由他的偏好和他拥有

的商品进行刻画。这些人根据一定的规则进行交易，目的是让自己的状况变得更好。 

这样过程的结果是怎样的？这样过程的理想结果是什么样的？什么样的分配机制才能

实现上述理想结果？这些问题既涉及到实证的（positive）议题也涉及到规范的（normative）

议题。正是这两类议题的相互作用才使得资源配置问题格外有趣。 

 

17.1 消费者和商品 

这里所说的商品范围非常广泛。商品可以按时间、位置和状态（state of world）进行区

分。服务，例如劳动服务，是另外一类商品。假设每种商品都有各自的市场，每种商品价格

由它所在的市场决定。 

在纯粹交换模型中，只有消费者没有生产者。每个消费者 i 都完全由下列两个特征刻画：

他的偏好 i
−
≻ （或他的效用函数 iu ）；他拥有的 k 种商品的初始禀赋 iw 。假设每个消费者的

行为都是竞争性的，也就是说，每个消费者都认为价格是给定的，和他的行为无关。我们假

设每个消费者试图选择他能买得起的最优消费束。 

一般均衡理论基本的关注点是商品如何在消费者之间进行分配的。消费者 i 拥有的商品

j 的数量用

j
ix 表示。消费者 i 的消费束用 ),...,( 1 k

iii xxx = 表示，这是一个有 k 个分量的向量，

表示消费者 i 消费每种商品的数量。配置 ),...,( 1 nxxx = ，是 n个消费束的集合，它表示n 个

消费者中每个人拥有的商品。可行配置是指在实物上可行的配置；在纯粹交换的情形下，可

行配置就是指这个配置恰好将所有商品用光，也就是说， ∑∑ ==
= n

i i

n

i i wx
11

。（在某些情形
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下，如果以 ∑∑ ==
≤ n

i i

n

i i wx
11

表示可行配置将更为方便。） 

当只存在两个消费者和两种商品的情形下，我们可以使用一种方便的方法将配置、偏

好和禀赋用二维形式表示，这就是埃奇沃思盒（Edgeworth box）。图 17.1就是埃奇沃思盒的

一个例子。 

假设商品 1 的总数为

1
2

1
1

1 www += ，商品 2 的总数为

2
2

2
1

2 www += 。埃奇沃思盒的长

为

1w ，宽为

2w 。盒内的一点 ),( 2
1

1
1 xx 表示消费者 1 拥有的两种商品数量。同时，它也指明

了消费者 2拥有的两种商品的数量： ).,(),( 2
1

21
1

12
2

1
2 xwxwxx −−= 从几何图形上，我们从盒

子的左下角衡量消费者 1的消费束。消费者 2的消费束则从盒子的右上角衡量。使用这种方

法，可将每个可行的配置表示为盒子内的一点。 

 

 

图 17.1：埃奇沃思盒。横轴的长度表示商品 1的总数量；纵轴的高度表示商品 2的总数量。

盒内的每一点（包括边界）都是一个可行配置。 

 

我们还可以在盒子内画出每个消费者的无差异曲线。这样盒内将有两组无差异曲线，

每个消费者拥有一组。因此，两个消费者-两种商品的纯粹交换经济的所有信息，都可以用

埃奇沃思盒这样简单的图形来表示。 
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17.2瓦尔拉斯均衡 

    我们曾经指出，当市场上有很多消费者时，可以将每个消费者视为价格接受者，即市场

价格和他的行为无关。考虑此处描述的纯粹交换的情形。假设市场价格为 ),...,( 1 nppp = ，

即商品 i 的价格为 ip 。每个消费者将价格视为给定的，他们根据这些价格选择最喜欢的消费

束；也就是说，每个消费者都试图求解下列问题： 

)(max ii
x

xu
i

 

使得 .ii pwpx =  

这个问题的答案为 ),( ii pwpx ，也就是消费者的需求函数，我们已在第 9 章研究过。

在那一章，消费者的收入或财富（m ）是外生的。此处，我们将消费者的收入视为他的初

始禀赋的市场价值，因此 ii pwm = 。我们在第 9章已经知道，在偏好严格凸的假设条件下，

需求函数是表现良好（well-behaved）连续函数。 

当然，对于一个任意价格向量 p ，未必能发生人们想要的交易，这是因为在任意价格

下，总需求 ),( ii i pwpx∑ 可能不等于总供给 .∑i iw  

自然可以认为存在某个价格向量使得所有市场都出清；也就是说，在这组价格下，每

个市场的需求都等于供给。然而，对于我们的目的来说，这组价格可能过于严格了。例如，

如果我们不想要某些种类的商品。在这种情形下，均衡时这些商品可能是超额供给了。 

正因为此，我们通常将瓦尔拉斯均衡

．．．．．．

（Walrasian equilibrium）定义为一对 ),( ** xp ，

使得 

.),( ** ∑∑ ≤
i iii i wwppx  

也就是说，如果所有商品都不存在正的超额需求，则

*p 就是一个瓦尔拉斯均衡。稍后我们

将看到，如果所有商品都是人们想要的，在准确意义上说，则实际上所有市场的需求都等于

供给。 

 

17.3图形分析 

瓦尔拉斯均衡可用埃奇沃思盒进行图形分析。给定任何价格向量，我们可以确定每个消

费者的预算线，并且可以使用无差异曲线找到每个消费者的需求束。于是我们可以找到一组

价格向量使得两个人的需求束是相容的。 

在图 17.2 中，我们画出了这样的均衡配置。每个消费者都在他的预算线上最大化自己

的效用，这些需求和总供给是相容的。注意，瓦尔拉斯均衡发生在两条无差异曲线的切点上。

这个结论很明显，因为效用最大化要求每个消费者的边际替代率等于共同的价格比率 
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图 17.2：埃奇沃思盒中的瓦尔拉斯均衡。每个消费者在自己的预算线上最大化他的效用。 

另外一种描述均衡的方法是使用提供曲线

．．．．

（offer curves）。我们已经知道，某个消费者

的提供曲线是指当相对价格变动时，他的无差异曲线和预算线的切点的运动轨迹，也就是他

的需求束的集合。因此，在埃奇沃思盒内的某个均衡点上，两个消费者的提供曲线相交于该

点。在这样的交点上，每个消费者的需求束和供给是相容的。 

 

17.4瓦尔拉斯均衡的存在性 

总是存在能让所有市场都出清的价格向量吗？在这一节我们将分析瓦尔拉斯均衡的存

在性问题。 

我们先回忆关于这个存在性问题的一些事实。首先，如果我们将所有商品的价格同乘

以任何一个正的常数，则每个消费者的预算集保持不变；因此，每个消费者的需求函数具有

以下性质：对于所有 0>k ，都有 ),(),( iiii kpwkpxpwpx = ；也就是说，需求函数对于价格

是零次齐次的（homogeneous of degree zero）。由于齐次函数之和还是齐次的，总超额需求函

数 

],),([)(
1

ii

n

i
i wpwpxpz −=∑

=

 

对于价格也是零次齐次的。注意我们忽略了 z 依赖于初始禀赋向量 )( iw 这个事实，这是因

为初始禀赋在我们分析过程中保持不变。 

如果所有个人需求函数都是连续的，则 z 也是连续函数，因为连续函数之和还是连续函

数。而且，总超额需求函数必然满足一个条件，这个条件就是瓦尔拉斯法则

．．．．．．

（Walras’s law）。 

瓦尔拉斯法则

．．．．．．

。对于任何价格向量对于任何价格向量对于任何价格向量对于任何价格向量 p ，，，，我们有我们有我们有我们有 0)( ≡ppz ；；；；也就是说也就是说也就是说也就是说，，，，超额需超额需超额需超额需
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求的价值恒等于零求的价值恒等于零求的价值恒等于零求的价值恒等于零。。。。 

证明。我们只要写出总超额需求的定义，并将其乘以价格向量 p 即可： 

[ ] 0),(),()(
11 1

=−=






 −= ∑∑ ∑
== =

n

i
iii

n

i

n

i
iii pwpwpxwpwpxpppz ， 

这是因为 ),( ii pwpx 必定满足预算约束 ii pwpx = ，其中 .,...,1 ni =  ■ 

瓦尔拉斯的内容非常清楚：如果每个人满足预算约束，所以他的超额需求的价值等于

零，于是超额需求总和的价值也必定为零。认识到瓦尔拉斯法则是个恒等式很重要，即超额

需求的价值恒等于零，注意这里的恒等于零是对于所有所有所有所有

．．

价格向量都成立，而不是仅对于某些

特殊价格向量成立。 

结合瓦尔拉斯法则以及均衡的定义，我们得到两个有用的命题。 

市场出清

．．．．

。如果一共有如果一共有如果一共有如果一共有 k 个市场个市场个市场个市场，，，，其中其中其中其中 1−k 个的市场的需求都等于供给个的市场的需求都等于供给个的市场的需求都等于供给个的市场的需求都等于供给，，，，并且并且并且并且

0>kp ，，，，那么第那么第那么第那么第 k 个市场的需求必定等于供给个市场的需求必定等于供给个市场的需求必定等于供给个市场的需求必定等于供给。 

证明。如若不然，则违背了瓦尔拉斯法则。■ 

免费商品

．．．．

。如果如果如果如果

*p 是一个瓦尔拉斯均衡而且是一个瓦尔拉斯均衡而且是一个瓦尔拉斯均衡而且是一个瓦尔拉斯均衡而且 0)( * <pz j ，，，，则则则则 .0* =jp 也就是说也就是说也就是说也就是说，，，，

如果某商品在瓦尔拉斯均衡时是超额供给的如果某商品在瓦尔拉斯均衡时是超额供给的如果某商品在瓦尔拉斯均衡时是超额供给的如果某商品在瓦尔拉斯均衡时是超额供给的，，，，那么它必定是一种免费商品那么它必定是一种免费商品那么它必定是一种免费商品那么它必定是一种免费商品。 

证明。由于

*p 是一个瓦尔拉斯均衡， 0)( * ≤pz 。由于价格都是非负的， 

0)()( *

1

*** ≤=∑
=

pzppzp
k

i
ii 。 

如果 0)( * <pz j 并且 0* >jp ，则会有 0)( ** <pzp ，违背了瓦尔拉斯法则。■ 

这个命题表明了所有市场都出清的所要求的条件。假设所有商品在下列意义上是合意

的： 

合意性

．．．

假设

．．

（Desirability）。如果如果如果如果 0=ip ，，，，则则则则 0)( >pzi ，，，，其中其中其中其中 .,...,1 ki =  

合意性假设是说如果某种商品的价格为零，则该商品的总超额需求为严格正。于是我们

有下列命题： 

供需相等

．．．．

。如果所有商品都是合意的如果所有商品都是合意的如果所有商品都是合意的如果所有商品都是合意的，，，，而且而且而且而且

*p 是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡，，，，则则则则

.0)( * =pz  

证明。假设 0)( * <pzi 。则根据免费商品命题可知 0* =ip 。但是根据合意性假设知

0)( * >pzi ，矛盾。■ 

总结一下：一般来说，我们对均衡的所有要求是任何商品都不存在着超额需求。但是，

上述命题指出，如果均衡时，某商品实际上是超额供给的，则它的价格必定为零。因此，如
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果每种商品都是合意的，即零价格意味着它是超额需求的，那么均衡实际上可由所有市场的

供需相等状态进行刻画。 

 

17.5均衡解的存在性 

由于总超额需求函数是零次齐次的，我们可以将价格标准化，从而用相对价格

．．．．

（relative 

prices）表达需求。标准化的方法有多种，然而对于我们的目的来说，比较方便的做法是将

每个绝对价格 ip̂ 用标准化价格替换 

.
ˆ

ˆ

1∑ =

= k

j i

i
i

p

p
p  

这种做法的结果是，标准化价格之和必定等于 1。因此，我们可以将我们的注意力集中于，

属于 1−k 维的单位单纯形（unit simplex）的价格向量： 

kk RS +
− = {1

中的 }.1:
1

=∑
=

k

i
ipp  

1S 和

2S 的图形如图 17.3所示。 

 

图 17.3：价格单纯形。第一个图是一维的价格单纯形

1S ；第二份图是二维的价格单纯形

2S 。 

 

    现在我们转向分析瓦尔拉斯均衡的存在性问题：是否存在能使所有市场出清的

*p ？我

们使用 Brouwer不动点定理证明这个存在性问题。 

Brouwer 
．．．．．．．

不动点定理

．．．．．

。当且仅当当且仅当当且仅当当且仅当

11 −− → kk SS 是一个从单位单纯形到其自身的连是一个从单位单纯形到其自身的连是一个从单位单纯形到其自身的连是一个从单位单纯形到其自身的连

续函数续函数续函数续函数时时时时，，，，存在存在存在存在

1−kS 中的中的中的中的 x 使得使得使得使得 )(xfx = 。 

证明。一般情形的证明超出了本书的范围。Scarf(1973)提供的证明比较好。然而，我们证明

2=k 时的情形。 
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在这种情形下，我们可将一维单纯形

1S 等同于单位区间。根据这个不动点定理的条件

可知，我们有一个连续函数 ]1,0[]1,0[: →f ，我们需要证明， ]1,0[ 中存在某个 x 使得

).(xfx =  

 

 

图 17.4：一维单纯形情形下的不动点 

定义函数 g 为 xxfxg −= )()( 。在几何图形上，如图 17.4所示， g 表示的是 )(xf 与

对角线之间的距离。映射 f 的不动点是指满足 0)( * =xg 的点

*x 。 

由于 )0(f 在 ]1,0[ 中， 00)0()0( ≥−= fg 且 01)1()1( ≤−= fg 。因为 f 是连续的，

根据中值定理可知， ]1,0[ 中存在某个 x 使得 0)()( =−= xxfxg ，这就证明了不动点定理。

■ 

现在我们证明存在性定理。 

瓦尔拉斯均衡的存在性

．．．．．．．．．．

。如果如果如果如果

kk RSz →−1: 是一个满足瓦尔拉斯法则是一个满足瓦尔拉斯法则是一个满足瓦尔拉斯法则是一个满足瓦尔拉斯法则 0)( ≡ppz

的连续函数的连续函数的连续函数的连续函数，，，，则则则则

1−kS 中存在着某个中存在着某个中存在着某个中存在着某个

*p 使得使得使得使得 0)( * ≤pz 。 

证明。定义映射

11: −− → kk SSg 为 

∑ =
+

+= k

j j

ii
i

pz

pzp
pg

1
))(,0max(1

))(,0max(
)( ，其中 .,...,1 ki =  

注意这个映射是连续的，这是因为 z 和max函数都是连续的。而且， )( pg 是单纯形

1−kS 中的一点，这是由于 1)( =∑ pg
i i 。这个映射也有合理的经济学解释：若某个市场是

超额需求的，则 0)( ≥pzi ，于是该商品的相对价格上升。 

根据 Brouwer不动点定理，存在

*p 使得 )( ** pgp = ；也就是说， 

∑ =
+

+= k

j j

ii
i

pz

pzp
p

1

*

**
*

))(,0max(1

))(,0max(
，其中 .,...,1 ki =             （17.1） 

我们需要证明

*p 是一个瓦尔拉斯均衡。将（17.1）式交叉相乘并整理可得 
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))(,0max())(,0max( *

1

** pzpzp i

k

j ji =∑ =
，其中 .,...,1 ki =  

现在将上述 k 个式子中的每个式子乘以 )( *pzi ： 

))(,0max()())(,0max()( **

1

*** pzpzpzppz ii

k

j jii =∑ =
，其中 .,...,1 ki =  

将这 k 个式子相加可得 

[ ] )).(,0max()()())(,0max( *

1

*

1

**

1

* pzpzpzppz i

k

i
i

k

i
ii

k

j j ∑∑∑
==

=
=  

根据瓦尔拉斯法则可知 0)(
1

** =∑
=

k

i
ii pzp ，我们有 

.0))(,0max()( *

1

* =∑
=

pzpz i

k

i
i  

这个加和中的每一项都大于或等于 0，这是由于每一项要么是 0，要么是

2* )( pzi 。但是，如

果任何一项严格大于 0，则上式不可能成立。因此，每一项必须等于 0，这就是说 

0)( * ≤pzi ，其中 .,...,1 ki = ■ 

上述定理的一般性质值得强调。所有条件只需要假设超额需求函数是连续的而且满足

瓦尔拉斯法则。瓦尔拉斯法则可直接从消费者必须满足某种预算约束的假设推导出；这样的

行为在认可类型的经济模型中都是必要的。连续性的假设限制性稍微强些，但并非不合理。

在前面我们已经知道，如果所有消费者的偏好都是严格凸的，则他们的需求函数将是良好定

义而且是连续的。总超额需求函数因此也是连续的。但是，即使个人需求函数不是连续的，

如果消费者的数量众多，总需求函数仍然是连续的。因此，总需求的连续性似乎是一个相对

较弱的假设。 

然而，上述对存在性问题的证明过程存在着一个小问题。的确，如果价格为正，总需

求函数可能是连续的，但是如果某种商品的价格为零，假设总需求函数为连续就不再合理。

例如，如果偏好是单调的，而且某种商品的价格为零，我们可以预期这样商品的需求是无限

的。因此，超额需求函数在价格单纯形的边界上（即价格向量中某些价格为零）甚至可能不

是良好定义的。然而，这类非连续性可用稍微复杂一些的数学方法进行处理。 

 

例子：柯布-道格拉斯经济 

令消费者 1 的效用函数为

aa xxxxu −= 12
1

1
1

2
1

1
11 )()(),( ，他的禀赋为 )0,1(1 =w 。令消费者

2 的效用函数为

bb xxxxu −= 12
2

1
2

2
2

1
22 )()(),( ，他的禀赋为 )1,0(2 =w 。则消费者 1 对商品 1 的

需求函数为 

1

1
121

1
1 ),,(

p

am
mppx =  



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 293 

价格为 ),( 21 pp 时，收入为 1211 01 pppm ==+×= ，将其代入上式可得 

.),(
1

1
21

1
1 a

p

ap
ppx ==  

类似地，消费者 2对商品 1的需求为 

.),(
1

2
21

1
2 p

bp
ppx =  

均衡价格是每种商品的总需求等于总供给时的价格。根据瓦尔拉斯法则，我们只需要

找到商品 1的总需求等于商品 1的总供给时的价格即可： 

.
1

1

1),(),(

*
1

*
2

1

2

21
1
221

1
1

b

a

p

p

p

bp
a

ppxppx

−=

=+

=+

 

注意，和往常一样，均衡时确定的是相对价格。 

 

17.6福利经济学第一定理 

瓦尔拉斯均衡的存在性作为一个实证结果是有趣的，当然前提是我们要相信该模型基

于的行为假设。然而，即使这些假设在很多情形下不是特别合理，我们仍对瓦尔拉斯均衡的

规范内容（normative content）感兴趣。我们考虑以下定义。 

帕累托效率的定义

．．．．．．．．

。一个可行配置一个可行配置一个可行配置一个可行配置 x 称为一个称为一个称为一个称为一个弱弱弱弱

．

帕累托有效率配置帕累托有效率配置帕累托有效率配置帕累托有效率配置（（（（weakly 

Pareto efficient allocation），），），），如果如果如果如果不存在不存在不存在不存在

．．．

可行配置可行配置可行配置可行配置 x′使得所有消费者都严格偏好使得所有消费者都严格偏好使得所有消费者都严格偏好使得所有消费者都严格偏好

x′胜于胜于胜于胜于 x 。。。。一个可行配置一个可行配置一个可行配置一个可行配置 x 称为一个称为一个称为一个称为一个强强强强

．

帕累托有效率配置帕累托有效率配置帕累托有效率配置帕累托有效率配置，，，，如果如果如果如果不存在不存在不存在不存在

．．．

可行配置可行配置可行配置可行配置

x′使得所有消费者都弱偏好使得所有消费者都弱偏好使得所有消费者都弱偏好使得所有消费者都弱偏好 x′胜于胜于胜于胜于 x 并且某个消费者严格偏好并且某个消费者严格偏好并且某个消费者严格偏好并且某个消费者严格偏好 x′胜于胜于胜于胜于 x 。 

容易看出，强帕累托有效率的配置也是弱帕累托有效率的。一般来说，弱帕累托有效

率的配置未必是强帕累托有效率的。然而，如果增加某些关于偏好的一些较弱的假设，弱帕

累托有效率的配置也是强帕累托有效率的。因此，这两个概念可以替换使用。 

弱帕累托效率和强帕累托效率的等价性

．．．．．．．．．．．．．．．．．

。假设偏好是连续且单调的假设偏好是连续且单调的假设偏好是连续且单调的假设偏好是连续且单调的，，，，则一个配则一个配则一个配则一个配

置为弱帕累托有效率的当且仅当它是强帕累托有效率的置为弱帕累托有效率的当且仅当它是强帕累托有效率的置为弱帕累托有效率的当且仅当它是强帕累托有效率的置为弱帕累托有效率的当且仅当它是强帕累托有效率的。 

证明。如果一个配置为强帕累托有效率的，则它当然是弱帕累托有效率的：如果在不

损害其他人利益的情况下，你已无法使某个人的状况变好，这意味着你当然无法使每个人的

状况变好。 

我们需要证明如果某个配置是弱帕累托有效率的，则它是强帕累托有效率的。我们采
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取的策略是证明与上述论断在逻辑上等价的论断：如果某个配置不是不是不是不是

．．

强有效率的，则它不是

弱有效率的。 

于是我们可以假设，存在可以让某个人 i 的状况变好而又不损害其他人利益的方法。这

样，我们必须找到让每个人状况变好的方法。我们的做法是从个人 i 的消费束中稍微拿走一

部分，并将这部分数量平均分配给其他人。更准确地说，我们用 ixθ 替换个人 i 的消费束 ix ，

用

1
)1(

−
−+
n

x
x i

j

θ
替换其余每个人 j 的消费束 jx 。根据偏好的连续性可知，我们可以选择充

分接近于 1的θ 使得个人 i 的状况仍然变好。根据单调性，所有其他人由于额外得到了一些

商品，他们的状况都严格变好了。■ 

弱帕累托效率比强帕累托效率在数学表达上稍微方便一些，所以我们一般使用弱帕累

托有效率的定义：当我们说“帕累托有效率”时，我们总是指“弱帕累托有效率”。然而，

由于我们今后总是假设偏好是连续且单调的，因此这两个概念是等价的。 

注意，帕累托效率概念在规范（normative）意义上很弱；在某个配置下，如果其中一

个人拥有一切，其余人一无所有，那么这个配置仍然是帕累托有效率的，当然前提是拥有一

切的这个人尚未达到饱和点。 

帕累托有效率的配置可在前面介绍的埃奇沃思盒内画出。在两个人的情形下，帕累托

有效率的配置可通过下列方法找到：将其中一个人的效用固定在某既定水平，并在这个约束

条件下求另外一个人最大的效用水平。正式地，我们只需要求解下列的最大化问题： 

)(max 11
, 21

xu
xx

 

使得 222 )( uxu ≥  

.2121 wwxx +=+  

这个问题可用埃奇沃思盒求解。我们只要在其中一个人的无差异曲线上找到一点，使得另外

一个人的效用达到最大即可。到现在你应该明白最终的帕累托有效率点可用相切条件刻画：

每个人的边际替代率必定相同。 

对于消费者 2 的每个既定的效用水平，我们可以找到某个配置使得消费者 1 的效用最

大，因此相切条件就会得到满足。帕累托有效率点的结合，即帕累托集，于是就是这两个人

无差异曲线切点的轨迹，如图 17.5所示。帕累托集有时也称为合同曲线（contract curve），

这是由于它给出了有效率的“合同”或配置的集合。 

比较图 17.5和图 17.2，可以发现一个惊人的事实：似乎瓦尔拉斯均衡集和帕累托有效

率配置集之间存在着一一映射。每个瓦尔拉斯均衡满足效用最大化的一阶条件，即每个人的

两种商品的边际替代率都等于这两种商品的价格之比。由于所有人在瓦尔拉斯均衡时面对的

商品价格比率是相同的，所有人的边际替代率必然也相同。 
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图图图图 17.5：：：：埃奇沃思盒中的帕累托有效率配置埃奇沃思盒中的帕累托有效率配置埃奇沃思盒中的帕累托有效率配置埃奇沃思盒中的帕累托有效率配置。。。。帕累托集，或称为合同曲线，是所有帕累托

有效率配置组成的集合。 

而且，如果我们任意选择一个帕累托配置，我们知道每个人的边际替代率必定相等，

而且我们可以选择某个价格比率使得它等于这两个人共同的边际替代率。从图形上说，给定

任意一个帕累托有效率点，我们画出一条公切线将这两个人的无差异曲线分开。于是这条线

上的任何一点都可以被当作初始禀赋。如果每个人都在自己的预算线上最大化自己的效用，

他们最终正好位于帕累托有效率的配置上。 

下面两个定理准确地给出了这个一一对应关系。首先，我们用更方便的方式重述瓦尔

拉斯均衡的定义。 

瓦尔拉斯均衡的定义

．．．．．．．．．

。一个配置价格一个配置价格一个配置价格一个配置价格组合组合组合组合 ),( px 是一是一是一是一个瓦尔拉斯均衡个瓦尔拉斯均衡个瓦尔拉斯均衡个瓦尔拉斯均衡，，，，如果如果如果如果（（（（1））））

该配置是可行的该配置是可行的该配置是可行的该配置是可行的，，，，而且而且而且而且（（（（2））））每个人在自己的预算线上作出最优选择每个人在自己的预算线上作出最优选择每个人在自己的预算线上作出最优选择每个人在自己的预算线上作出最优选择。。。。用式子表用式子表用式子表用式子表

达达达达：：：： 

(1) .
11
∑∑

==

=
n

i
i

n

i
i wx  

(2)如果个人如果个人如果个人如果个人 i 偏好偏好偏好偏好 ix′胜于胜于胜于胜于 1x ，，，，则则则则 ii pwxp >′ 。 

只要满足合意性条件，这个定义和瓦尔拉斯均衡原来的定义是等价的。这个定义可以

让我们忽略免费商品的可能性，因为免费商品对于下面的论断来说，有些让人讨厌。 

福利经济学第一定理

．．．．．．．．．

。如果如果如果如果 ),( px 是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡，，，，则则则则 x 是帕累托有效率是帕累托有效率是帕累托有效率是帕累托有效率

的的的的。 

证明。如若不然，令 x′是所有消费者都更偏好的另一个可行配置，即 xx ≻′ 。根据瓦尔拉

斯均衡定义的性质 2可知 

ii pwxp >′ ，其中 .,...,1 ni =  
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将上面的n 个式子相加，并利用 x′是个可行配置的事实，我们有 

,
111
∑∑∑

===

>′=
n

i
i

n

i
i

n

i
i pwxpwp  

这样我们就得到了一个矛盾。■ 

    这个定理是说如果我们模型的行为假设得到满足，则市场均衡是有效率的。市场均衡在

任何伦理道德意义上未必是“最优的”，这是因为市场均衡可能是非常“不公平的”。配置结

果完全取决于禀赋的初始分配情况。我们需要的是更进一步的道德标准，据此再在有效率的

配置中进行选择。这样的概念，即福利函数的概念，稍后我们将探讨。 

 

17.7福利经济学第二定理 

我们已经证明每个瓦尔拉斯均衡都是帕累托有效率的。下面我们将证明每个帕累托有效

率的配置都是瓦尔拉斯均衡。 

福利经济学第二定理

．．．．．．．．．

。假设假设假设假设

*x 是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置，，，，其中每个人持有的其中每个人持有的其中每个人持有的其中每个人持有的

每种商品的数量都为正每种商品的数量都为正每种商品的数量都为正每种商品的数量都为正。。。。假设偏好是凸的假设偏好是凸的假设偏好是凸的假设偏好是凸的、、、、连续且单调的连续且单调的连续且单调的连续且单调的，，，，则则则则

*x 是是是是与与与与初始禀赋初始禀赋初始禀赋初始禀赋

*
ii xw = 相伴相伴相伴相伴的瓦尔拉斯均衡的瓦尔拉斯均衡的瓦尔拉斯均衡的瓦尔拉斯均衡，，，，其中其中其中其中 .,...,1 ni =  

证明。令 

k
i RP {= 中的 }.: *

iiii xxx ≻  

这是由对个人 i 来说，比

*
ix 更好的所有消费束组成的集合。于是定义 

∑∑
==

===
n

i
i

n

i
i xzzPP

11

:{ ，其中 ix 在 iP 中}.   

P 表示由 k 种商品构成的所有消费束，这些消费束可在n 个人中分配从而使每个人的状况都

变好。由假设条件可知， iP 是一个凸集，又由于凸集之和还是凸集，因此P 是一个凸集。 

令 ∑ =
= n

i ixw
1

*
表示当前的总消费束总消费束总消费束总消费束

．．．．

（aggregate bundle）。由于

*x 是帕累托有效率的，

因此

*x 的任何再分配都不可能使所有人的状况都变好。这意味着w不在集合P 之中。 

因此，根据分离超平面定理（请参考第 26章）可知，存在 0≠p 使得 

∑
=

≥
n

i
ixppz

1

*
对于P 中的所有 z 都成立。 

将上式变形可得 

0)(
1

* ≥−∑
=

n

i
ixzp 对于P 中的所有 z 都成立           （17.2） 
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我们想证明 p 实际上是一个均衡价格向量。证明分为三步。 

（1） p 是非负的；即 .0≥p  

为了看清这一点，令 )0,...,1,...,0(=ie ，即第 i 个分量为 1。由于每个人的偏好是单调的，

iew + 必定在P 中；由于任何商品的数量都额外增加了一单位，因此再分配可以让每个人的

状况变好。不等式（17.2）于是蕴含着 

0)( ≥−+ wewp i ，其中 ki ,...,1= . 

由上式可得 

0≥ipe ，其中 ki ,...,1= . 

这个式子意味着 0≥ip ，其中 ki ,...,1= . 

（2）如果

*
jjj xy ≻ ，那么

*
jj pxpy ≥ ，其中 .,...,1 ni = . 

我们已经知道，如果每个人 i 偏好 jy 胜于

*
jx ，则 

.
1

*

1
∑∑

==

≥
n

i
i

n

i
i xpyp  

现在假设只有某个特定的消费者 j 偏好 jy 胜于 jx 。将每种商品都从消费者 j 手里拿走

一些并且分配给其他消费者，从而构建一个配置 z 。正式地，令θ 是一个很小的正数，定义

配置 z 为 

jj yz )1( θ−=  

.
1

* ji
n

y
xz j

ii ≠
−

+=
θ

 

对于足够小的θ ，强单调性意味着配置 z 比

*x 更受帕累托偏好，因此∑ =

n

i iz
1

在P 中。

运用不等式（17.2），我们有 

∑∑
==

≥
n

i
i

n

i
i xpzp

1

*

1

 









+≥








++− ∑∑

≠≠ ji
ij

ji
jij xxpyxyp ***)1( θθ  

.*
jj pxpy ≥  

   这个论断表明，如果消费者 j 偏好 jy 胜于

*
jx ，则 jy 的花费不会比

*
jx 小。剩下的证明是

我们要将这个不等式变为严格不等式。 

（3）如果

*
jjj xy ≻ ，我们必然有 .*

jj pxpy >  
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我们已经知道 .*
jj pxpy ≥ 我们想排除等号成立的可能性。因此，我们假设

*
jj pxpy = 并

且试图得到矛盾。 

根据偏好的连续性假设，我们可以找到某个θ ， 10 << θ ，使得 jyθ 严格比

*
jx 更受偏

好。根据第（2）部分的论证，我们知道 jyθ 的花费至少和

*
jx 的花费一样大： 

.*
jj pxyp ≥θ                              （17.3） 

这个定理的一个假设是

*
jx 的每个分量都是严格正的；由此可知 .0* >jpx  

因此，如果 0* =− jj pxpy ，由此可得到 .*
jj pxpy <θ 但这和（17.3）式矛盾，因此我们

就证明了这个定理。■ 

这个命题的假设值得思考。偏好的凸性和连续性当然非常重要，但是强单调性的条件

可以放松。你也可以放松 0* >>jx 的假设。 

 

显示偏好的论证 

福利经济学第二定理有个更为简单但有些间接的证明方法，这种证明方法要使用显示偏

好理论和本章前面几节证明的存在性定理。 

福利经济学第二定理

．．．．．．．．．

。假设假设假设假设

*x 是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置，，，，而且假设偏好是非而且假设偏好是非而且假设偏好是非而且假设偏好是非

饱和的饱和的饱和的饱和的。。。。进一步假设对于初始禀赋进一步假设对于初始禀赋进一步假设对于初始禀赋进一步假设对于初始禀赋

*
ii xw = 来说存在着竞争均衡来说存在着竞争均衡来说存在着竞争均衡来说存在着竞争均衡，，，，令令令令 ),( xp ′′ 表示这表示这表示这表示这

个竞争均衡个竞争均衡个竞争均衡个竞争均衡。。。。则则则则，，，，事实上事实上事实上事实上，，，， ),( *xp′ 是一个竞争均衡是一个竞争均衡是一个竞争均衡是一个竞争均衡。 

证明。根据构造，

*
ix 在消费者 i 的预算集中，我们必然有

*
i

i
i xx

−
′≻ 。由于

*x 是帕累托有效率

的，这意味着 iii xx ′~*
。因此，如果 ix′是最优的，

*
ix 必然也是最优的。所以， ),( *xp′ 是一个

瓦尔拉斯均衡。■ 

    这个论证表明，如果对于某个帕累托有效率的配置来说存在着存在着存在着存在着

．．．

竞争均衡，则该帕累托有

效率本身本身本身本身

．．

就是一个竞争均衡。本章前面对于存在性定理的评价表明，存在性定理的唯一核心

假设是总需求函数的连续性。连续性可从个人偏好的凸性推导出或者从经济很“大”的假设

推导出。因此，第二定理成立的条件也与之相同。 

 

17.8帕累托效率和微积分 

在上一节我们已经知道，每个竞争均衡都是帕累托有效率的，而且在本质上，每个帕

累托有效率的配置也是与某个禀赋配置相伴的一个竞争均衡。在这一节，我们将使用微积分

更仔细地分析这种关系。在本质上，我们要推导出市场均衡和帕累托有效率各自的一阶条件，

然后将这两组条件进行比较。 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 299 

市场均衡的一阶条件非常简单。 

市场均衡的

．．．．．

微分特征

．．．．

。

．

如果如果如果如果 ),( ** px 是一个市场均衡是一个市场均衡是一个市场均衡是一个市场均衡，，，，其中每个消费者拥有的其中每个消费者拥有的其中每个消费者拥有的其中每个消费者拥有的

每种商品的数量都为正每种商品的数量都为正每种商品的数量都为正每种商品的数量都为正，，，，则存在着一组数则存在着一组数则存在着一组数则存在着一组数 ),...,( 1 nλλ 使得使得使得使得：：：： 

.,...,1)( ** nipxDu ii == λ  

证明。如果我们有一个市场均衡，则每个消费者都在自己的预算线上最大化其自身的效用，

而这正是他们效用最大化的一阶条件。 iλ 是消费者 i 的收入的边际效用。■ 

帕累托有效率的一阶条件相对难以表达。然而，使用下列的技巧就可以解决这个问题。 

帕累托有效率的

．．．．．．．

微分特征

．．．．

。一个可行配置一个可行配置一个可行配置一个可行配置

*x 是帕累托有效率的是帕累托有效率的是帕累托有效率的是帕累托有效率的，，，，当且仅当当且仅当当且仅当当且仅当

*x 是是是是

下列下列下列下列 n 个最大化问题的解个最大化问题的解个最大化问题的解个最大化问题的解，，，，其中其中其中其中 .,...,1 ni =  

)(max
),(

ii
xx

xu
g
j

g
i

 

使得∑
=

=≤
n

h

gg
h kgwx

1

,...,1  

.)()( * ijxuxu jjjj ≠≤  

证明。假设

*x 是所有 n 个最大化问题的解但它不是帕累托有效率的。这意味着存在着另外

一个配置 x′使得每个人的状况更好。如果这样

*x 不可能是上述任何一个最大化问题的解，

矛盾。 

相反地，假设

*x 是帕累托有效率的，但它不是其中一个最大化问题的解。令 x′是这个

最大化问题的解。于是这意味着 x′使得这个人的状况变好而又不损害其他人的利益，这和

*x

是帕累托有效率的假设矛盾。■ 

    在研究其中一个最大化问题的拉格朗日表达式之前，我们来做个简单的计算。这n 个最

大化问题种的每一个都有 1−+ nk 个约束条件。前 k 个条件是资源约束，后面的 1−n 个条

件是效用约束。在每个最大化问题中，有 kn个选择变量： n 个消费者中的每个人拥有 k 种

商品中的每种商品的数量。 

令

gq ，其中 kg ,...,1= 是资源约束的库恩-塔克乘子，令 ja ，其中 ij ≠ ，是效用约束

的乘子。写出其中一个最大化问题的拉格朗日函数: 

)].()([)( *

11
jjjj

ij
j

n

i

gg
i

k

g

g
ii xuxuawxqxuL −−







 −−= ∑∑∑
≠==

 

现在 L 对

g
jx 求导，其中 kg ,...,1= ， nj ,...,1= 。我们得到下列形式的一阶条件 

kgq
x

xu g
g
i

ii ,...,10
)( *

==−
∂

∂
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.,...,1;0
)( *

kgijq
x

xu
a g

g
j

jj
j =≠=−

∂
∂

 

乍看起来，这些条件可能有些奇怪，因为它们似乎是不对称的。对于消费者 i 的每个选

择，我们可以得到乘子 )( gq 和 )( ia 的不同数值。然而，当我们注意到这些 q 的相对值和消

费者 i 的选择无关后，这个不对称的难题解决了。 q 的相对值和消费者 i 的选择无关，这是

因为上面的条件意味着 

.,...,1,;,...,1
)(

)(

*

*

khgni
q

q

x

xu
x

xu

h

g

h
i

jj

g
i

ii

===

∂
∂

∂
∂

 

由于

*x 是给定的，

hg qq / 必然和我们求解的最大化问题无关。类似地， ji aa / 必然和我们

求解的最大化问题无关。那个不对称问题的解现在变得清楚了：如果我们用其他人的效用作

为约束，求解消费者 i 的最大化效用，则就好像我们将消费者 i 的 Kukn-Tucker乘子设定为

.1=ia  

使用第一定理，我们可以推导出权重 )( ia 和 )( gq 的美妙解释：如果

*x 是一个市场均衡，

则 

.,...,1)( ** nipxDu iii == λ  

然而，所有的市场均衡都是帕累托有效率的，因此必定满足 

.,...,1)( * niqxDua iii ==  

由此明显可以看出，我们可以选择 qp =*
以及 iia λ/1= 。用语言表达，资源约束的库恩-

塔克乘子就是竞争价格；消费者效用的库恩-塔克乘子就是他们各自收入边际效用的倒数。 

如果我们消除一阶条件中的库恩-塔克乘子，就可以得到描述有效率配置的下列条件： 

.,...,1,;,...,1
)(

)(

*

*

*

*

khgni
q

q

p

p

x

xu
x

xu

h

g

h

g

h
i

jj

g
i

ii

====

∂
∂

∂
∂

 

这个式子是说，每个帕累托有效率的配置必定满足下列条件：每对商品的边际替代率对于任

何消费者都是相同的。这个边际替代率就是竞争价格的比率。 

注意到下列事实也是有用的：帕累托有效率的一阶条件和效用加权和的一阶条件是相

同的。为了看清这一点，考虑下列问题 

)(max
1
∑

=

n

i
iii xua  



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 301 

使得 .,...,1
1

kgwx g
n

i

g
i =≤∑

=

 

这个最大化问题的一阶条件为 

qxDua iii =)( *
，                         （17.4） 

这个条件和帕累托有效率的一阶条件是相同的。 

当“福利权重”集 ),...,( 1 naa 变动时，我们可以画出帕累托有效率配置集的变动轨迹。

如果我们所有帕累托有效率配置感兴趣，我们需要对这些式子进行操作，消去福利权重。一

般来说，这就是用边际替代率表示一阶条件。 

另外一种分析方法是，将福利权重纳入效用函数的定义。如果消费者 i 原来的效用函数

为 )( ii xu ，作单调变换得到新的效用函数 )( iiii xuav = 。由此得到的一阶条件刻画了一种特

殊的帕累托有效率配置，这个配置最大化的是某种既定效用函数的和。但是，如果我们对一

阶条件进行操作，从而使得它们用边际替代率表示，我们通常能够找到描述所有有效率配置

的条件。 

眼下我们注意到这个描述帕累托效率的微积分条件，能让我们比较容易地证明第二定

理。让我们假设所有消费者的效用函数都是凹的，尽管这一要求不是必需的。于是如果

*x 是

一个帕累托有效率的配置，我们从一阶条件知道， 

.,...,1
1

)( * niq
a

xDu
i

ii ==  

因此，每个消费者效用函数的梯度（gradient）与某个既定的向量 q 成正比。我们选择

竞争价格向量作为q 。我们需要验证每个消费者在他自己的预算集上 }:{ *
iii qxqxx ≤ 已达到

效用最大。但这可由效用函数为凹立即推知；根据凹函数的数学性质： 

))(()()( ***
iiiii xxxDuxuxu −+≤ ， 

因此， 

).(
1

)()( **
ii

i
ii xx

a
xuxu −+≤  

所以，如果 ix 在消费者的预算集中，则 ).()( *
ixuxu ≤  

 

17.9福利最大化 

帕累托效率作为一个规范性的标准，它有一个缺陷，即它并不是很明确的（specific）。

帕累托效率只和效率问题有关，它和福利分配标准无关。即使我们同意，我们想要的是一个

帕累托有效率的配置，我们仍然不知道到底要哪一个。 
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这些问题的一种解决之道是假设存在着社会福利函数

．．．．．．

（social welfare function）。这个

函数是将个人效用函数加总从而得到“社会效用”。社会福利函数最合理的解释是，它表示

社会决策制定者的对不同个人效用权衡的偏好。此处我们不作出哲学意义上的评价，而只是

假定这样的函数是存在的；也就是说，假设我们有 

RRW n →: ， 

这样，给定任何个人效用分布 1( ,..., )nu u ，我们都能从 1( ,..., )nW u u 中得到“社会效用”。为

了使这个构造有意义，我们必须选择每个人的效用的特定表达形式，并在讨论过程中保持不

变。 

我们假设W 关于它的每个变量都是递增的——如果你增加任何一个人的效用但不减少

其他人的效用，社会福利就会增加。我们假设社会应该在社会福利最大化的点上运行；也就

是说，我们应该选择某个配置

*x ，使得

*x 是下列约束最大化问题的解 

1 1

1

max ( ( ),..., ( ))

s.t. 1,..., .

n n

n
g g
i

i

W u x u x

x w g k
=

≤ =∑
 

我们如何比较下列两个配置：一个是使得上述福利函数最大化的配置，另一个是帕累

托有效率配置。下列命题是单调性假设的平凡结果： 

福利最大化和帕累托效率。。。。如果如果如果如果

*x 使得社会福利函数最大化使得社会福利函数最大化使得社会福利函数最大化使得社会福利函数最大化，，，，那么那么那么那么

*x 是帕累是帕累是帕累是帕累

托有效率的托有效率的托有效率的托有效率的。 

证明。如果

*x 不是帕累托有效率的，那么必定存在着另外的可行配置 ′x ，使得对于 1,...,i n=
我们有

*( ) ( )i i i iu x u x′ > 。但是，这样一来我们就有 

* *
1 1 1 1( ( ),..., ( )) ( ( ),..., ( ))n n n nW u x u x W u x u x′ ′ > 。 

矛盾。■ 

    由于福利最大化点是帕累托有效率的，它们必定满足与帕累托有效率配置相同的一阶条

件；而且，在凸性假设条件下，每个帕累托有效率配置是一个竞争性的均衡，因此，这也适

用于社会福利最大化配置：每个福利最大化配置都是某个禀赋分配的竞争性均衡。 

最后这个结论使我们得到了竞争性价格的一种进一步的解释：它们也是福利最大化问

题的库恩-塔克乘子。运用包络定理，我们可以看到竞争性价格衡量的是一种商品的（边际）

社会价值：如果这种商品数量额外增加一点，社会福利增加多大。然而，这个结论仅适用于

我们考察的配置能够最大化我们选择的那个福利函数的情形。 

我们已经看到每个福利最大化配置是帕累托有效率的，但是它的逆命题一定成立吗？

我们在上一节已经知道，每个帕累托有效率配置满足与效用加权加总最大化问题相同的一阶

条件，因此，似乎在凸性和凹性假设下，上述命题的逆应该成立。事实的确如此。 
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帕累托效率和福利最大化。令令令令

*x 是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置，，，，其中其中其中其中

* 0ix ≫ ，，，，

1,...,i n= 。。。。令效用函数令效用函数令效用函数令效用函数 iu 是凹的是凹的是凹的是凹的、、、、连续的和单调的函连续的和单调的函连续的和单调的函连续的和单调的函数数数数。。。。那么那么那么那么，，，，存在权重存在权重存在权重存在权重

*
ia 使使使使

得得得得

*x 在资源约束下能最大化在资源约束下能最大化在资源约束下能最大化在资源约束下能最大化

* ( )i i ia u x∑ 。。。。而且权重满足而且权重满足而且权重满足而且权重满足

* *1/i ia λ= ，，，，其中其中其中其中

*
iλ 是第是第是第是第 i

个人收入的边际效用个人收入的边际效用个人收入的边际效用个人收入的边际效用；；；；也就是说也就是说也就是说也就是说，，，，如果如果如果如果 im 是第是第是第是第 i 个人在均衡价格为个人在均衡价格为个人在均衡价格为个人在均衡价格为

*p 时的禀赋时的禀赋时的禀赋时的禀赋，，，，

那么那么那么那么 

*
* ( , )i i
i

i

v m

m
λ ∂=

∂
p

。 

证明。由于

*x 是帕累托有效率的，它是个瓦尔拉斯均衡。因此，存在着价格

*p 使得每个人

都能最大化他自己的预算集；这又意味着 

* *( )i i iDu x λ= p ， 1,...,i n= 。 

现在考虑社会福利最大化问题 

1

1 1*

1 1

*

1 1

max ( )

s.t.

n

i i i
i

n n

i i
i i

n n
k k
i i

i i

a u x

x x

x x

=

= =

= =

≤

≤

∑

∑ ∑

∑ ∑

⋮

 

根据凹性约束的最大化问题的充分性定理（参见第 27章 27.5节）可知，如果存在非负

数 1( ,..., )kq q = q 使得 

*( )i i ia Du x = q， 

那么

*x 是上述最大化问题的解。 

如果我们选择 1/i ia λ= ，那么价格p就充当了这个合适的非负数，证毕。■ 

    将权重解释为收入的边际效用的倒数，这有着很好的经济含义。如果某个人在某个帕累

托有效率配置上的收入较多，那么他收入的边际效用将比较小，从而在社会福利函数中他的

权重较大。 

上述两个命题完整描述了市场均衡、帕累托有效率配置与福利最大化之间的关系。我

们简要重述如下： 

（1）竞争性均衡总是帕累托有效率的； 

（2）在凸性假设和禀赋重新分配条件下，帕累托有效率的配置是竞争性均衡。 

（3）社会福利最大化的配置总是帕累托有效率的。 

（4）在福利权重的凹性假设条件下，帕累托有效率配置是福利最大化的。 

考察上面的关系，我们可以看到其中的寓意：竞争性市场体系能够给出有效率的配置，
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但这一点也没涉及分配问题。收入分配的选择与禀赋重新分配的选择一样，这又等价于选择

某个特定的福利函数。（本章结束）■ 

 

注释 

Walras（1954）首先提出了一般均衡模型。Wald（1951）第一个完成了一般均衡存在性

的证明；McKeinzie（1954）和 Arrow and Debreu（1954）证明了一般情形下的一般均衡的

存在性。Debreu（1954）和 Arrow and Hahn（1971）给出了最可靠的证明。Arrow and Hahn

（1971）这份文献包含了数不清的历史性注释。 

基本福利定理源远流长。我们在教材中对第一福利定理的证明采用了 Koopmans（1957）

的方法。Arrow（1951）和 Debreu（1953）强调了凸性在第二定理中的重要性。效率的微分

处理方法是由 Samuelson（1947）首先严格发展出。我们对福利最大化和帕累托效率之间关

系的介绍沿用了 Negisihi（1960）的方法。 

第二定理的显示偏好证明方法是由 Maskin and Roberts（1980）提出的。 

 

习题 

17.1考虑第二福利定理的显示偏好证明方法。请证明如果偏好为严格凸，则对于 1,...,i n= 有

*
i i
′ =x x 。 

17.2如果价格为有限个，画出瓦尔拉斯均衡时的埃奇沃思盒状图。 

17.3考虑图 17.6。在此图中

*x 是个帕累托有效率配置，但

*x 无法得到竞争性价格的支持。

这违背了第二福利定理中的哪个假设？ 

 

图图图图 17.6：：：：阿罗的例外情形阿罗的例外情形阿罗的例外情形阿罗的例外情形。配置

*x 是帕累托有销量的，但不存在能使得

*x 为瓦尔拉斯均衡

的价格。 
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17.4有两个消费者 A 和 B，他们的效用函数和禀赋分别为 

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ln (1 ) ln (0,1)

( , ) min{ , ) (1,0)
A A A A A A

B B B B B B

u x x a x a x

u x x x x

ω
ω

= + − =

= =
 

计算市场出清价格和均衡配置。 

17.5 有 n 个人，他们的效用函数是相同的，且为严格凸函数。初始商品束为

ω 。证明均分该商品束是个帕累托有效率的配置。 

17.6有两个人，他们的间接效用函数分别为： 

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

( , , ) ln ln (1 ) ln

( , , ) ln ln (1 ) ln

v p p y y a p a p

v p p y y b p b p

= − − −
= − − −

 

他们的初始禀赋分别为 

1 2(1,1) (1,1).ω ω= =  

计算市场出清价格。 

17.7假设所有消费者的效用函数都是拟线性的，即 ( , ) ( )i i i iv p m v p m= + 。令

*p 为一个瓦尔

拉斯均衡。证明每种商品的总需求曲线在

*p 处必定都是向下倾斜的。更一般地，证明总替

代矩阵必定是负半定的。 

17.8假设有两个消费者 A 和 B，他们的效用函数相同的： 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) max{ , }A Bu x x u x x x x= = 。 

商品 1和 2的数量分别为 1单位和 2单位。用埃奇沃思盒说明强帕累托有效率的集合与（弱）

帕累托有效率的集合。 

17.9 某个经济体有 15 个消费者和 2 种商品。消费者 3 的效用函数为柯布-道格拉斯类型

1 2 1 2
3 3 3 3 3( , ) ln lnu x x x x= + 。在某个帕累托有效率配置

*x 上，消费者 3持有的商品束为（10, 5）。

求支持配置

*x 的竞争性价格。 

17.10 如果我们允许饱和的可能性，消费者的预算约束采取的形式为 i iω≤px p 。于是瓦尔

拉斯法则变为： ( ) 0z ≤p p 对于所有 0≥p 成立。证明我们在教材中对瓦尔拉斯均衡的证明

仍然适用于上述一般形式的瓦尔拉斯法则。 

17.11消费者 A 的效用函数为 1 2 1 2( , )Au x x x x= + ，B 的效用函数为 

1 2 1 2( , ) max{ , }Bu x x x x= 。 

这两个人的禀赋是相同的，都为（1/2,  1/2）。 

  （a）在埃奇沃思盒中画出这种情形。 

  （b） 1p 与 2p 有何均衡关系？ 

  （c）求均衡配置。 
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18生产 
 

上一章只分析了纯交换的经济。在这一章，我们将描述如何将这种一般均衡模型推广到

含有生产的经济中。首先，我们将讨论如何模型化企业的行为，接下来讨论如何模型化消费

者的行为，最后讨论如何修改基本的存在和效率定理。 

 

18.1企业行为 

我们将使用第 1章介绍的生产技术表示方法。如果有 k 种产品，则企业 j 的净产出向量

为含有 k 个分量的向量 jy ；企业 j 的可行净产出向量集，即生产可能集为 jY 。我们已经知

道，在净产出向量中，负的元素表示净投入而正的元素表示净产出。第 1章已经给出过若干

生产可能集的例子，此处不再赘述。 

在这一章中，我们只分析完全竞争的企业。如果 p 为商品的价格向量， jpy 为与生产

计划 jy 相伴的利润。假设企业 j 选择的利润最大化方案为

*
jy 。 

在第 2 章，我们分析过这个行为模型的结果。在那一章我们介绍了完全竞争企业净供

给函数 )( py j 的概念。这个函数是说：任意给定一个价格向量 p ，企业相应的利润最大产

出向量是什么。在某些假设条件下，单个企业的净供给函数是良好定义和表现良好的。如果

我们有m 个企业，总总总总

．

净供给函数净供给函数净供给函数净供给函数

．．．．．

（aggregate net supply function）为 )()(
1

pypy
m

j j∑ =
= 。

如果单个企业的净供给函数是良好定义且连续的函数，那么总的净供给函数也是良好定义且

连续的函数。 

我们也可以考虑总生产可能集总生产可能集总生产可能集总生产可能集

．．．．．．

（aggregate production possibilities set）Y 。这个集合表

示的是经济整体的所有可行净产出向量。它是单个生产可行集的加和，因此可将其写为 

.
1∑ =

= m

j jYY  

注意理解上式的意思。生产方案 y 在Y 之中的充分必要条件是 y 可以写为 

.
1∑ =

= m

j jyy  

其中每个生产方案 jy 都在 jY 中。因此，Y 代表的是若将生产在企业 mj ,...,1= 分配后可实

现的所有生产方案。 

总利润最大化（aggregate profit maximization）。某个总生产方案某个总生产方案某个总生产方案某个总生产方案 y 使得总利润最大化使得总利润最大化使得总利润最大化使得总利润最大化，，，，

当且仅当每个企业的生产方案当且仅当每个企业的生产方案当且仅当每个企业的生产方案当且仅当每个企业的生产方案 jy 使得自己利润最大化使得自己利润最大化使得自己利润最大化使得自己利润最大化。 

证明。假设 ∑ =
= m

j jyy
1

使总利润最大但是某个企业 k 若选择 ky′ 可使利润更高。于是让
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企业 k 选择方案 ky′ 但其他企业的方案不变，那么总利润会更高。 

相反，令 )( jy 表示单个企业 j（其中 mj ,...,1= ）的一组利润最大化的生产方案。假设

∑ =
= m

j jyy
1

在价格向量为 p 时没有使得利润最大。这意味着另一个生产方案 ∑ =
′=′ m

j jyy
1

（其中 jy′ 在 jY 中）的利润更高： 

.
1111 ∑∑∑∑ ====

=>′=′ m

j j

m

j j

m

j j

m

j j pyypypyp  

但是审视上述不等式的两侧可知，这意味着某个企业使用 jy′ 方案的利润比使用 jy 的利润更

高。                                                                         ■ 

     这个命题是说，如果每个企业的利润都实现了最大化，则总利润必定实现了最大化；

反过来，若总利润最大，则每个企业的利润必定实现了最大化。我们是根据以下假设推导出

这个结论的：总生产可能性是单个企业生产可能性的加总。 

    由此可知，总净供给函数的构建方法有两种：一种是将单个企业的净供给函数加总；二

是先将单个企业的生产集加总，然后在这个总生产集上找到能使利润最大的净供给函数。这

两种方法的结果是一样的：都能得到同一个函数。 

 

18.2麻烦的情形 

为简单起见，我们通常假设总净供给函数是良好表现的。但是更一般的分析要求从生

产集的潜在性质推导出这个假设。如果生产集是严格凸而且是合理有界的，则不难证明净供

给函数是良好表现的。相反，如果生产集具有非凸区域，那么净供给“函数”将是不连续的。

这里的引号是想强调在非凸情形下，需求函数不是良好定义的。在某组价格水平下，利润最

大化的消费束可能有若干个。如果不连续性程度“较小”，问题不大，但难以作出一般性的结

论。 

位于连续和不连续之间的情形是规模报酬不变。在第 2 章我们已经知道，在这种情形

下，净供给行为让人非常讨厌：它可能为零、无穷大或者一系列产量，具体是哪种情况要取

决于价格。尽管这种行为让人讨厌，但是，与规模报酬不变相伴的净供给“函数”关于价格具

有一定连续性。 

首先要说明的是，净供给“函数”可能并不是函数。根据函数的定义可知，函数要求对于

定义域的每一点，值域都有唯一唯一唯一唯一

．．

一点与之对应。如果生产集是规模报酬不变的，若某个净产

出向量 y 使得利润最大，且最大利润为零，那么任何向量 ty（其中 0≥t ）也能做到这一点。

因此最优净供给解有无穷多个。 

这种情形在数学上的处理方法是定义一类称为映射映射映射映射

．．

（correspondence）的广义函数。在

一个映射中，定义域的每个点对应着值域内的若干个点组成的点集点集点集点集

．．

。如果这个点集是凸的，

那么我们说这个映射是一个凸映射凸映射凸映射凸映射

．．．

（convex correspondence）。当然，函数只是凸映射的一
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种特殊情形。 

不难证明，如果生产集是凸的，则净供给映射是凸映射。而且可以证明，当价格变动

时，净供给映射近似连续变动。这一章我们使用的净供给函数的几乎所有结果都可以推广到

映射的情形。感兴趣的读者可以参考本章结尾中的注释。然而，为简单起见，我们只分析净

供给函数的情形。 

 

18.3 消费者行为 

生产行为为我们的消费者模型引入了两个新因素：劳动供给和利润分配。 

劳动供给 

在纯交换模型中，我们假设消费者拥有由各种商品组成的一个禀赋 iω 。如果该消费者

将这个商品向量出售，他得到的收入为 ipω 。至于消费者是只消费部分禀赋，还是销售全

部禀赋并买回一些商品，并不重要。这是因为，虽然消费者的货币收入可能不同，但他的经

济收入是相同的。 

如果我们向模型中引入劳动，那么我们引入了一种新的可能性：消费者根据工资率的

不同供给不同的劳动数量。 

我们回顾一下第 9章介绍过的那个简单劳动供给模型。在这个模型中，消费者拥有的“时

间”禀赋为 L ，他必须将这些时间在劳动（ l ）和闲暇（ lLL −= ）之间进行分配。消费者

关心闲暇 L 和消费品c的数量。劳动的价格即工资率，用w表示；消费品的价格用 p 表示。

消费者可能已经拥有一定数量的消费品禀赋c ，这构成了他的非劳动收入。 

我们可以将消费者的最大化问题写为 

).(..

),(max

LLwcppcts

Lcu

−+=
 

上式中的预算约束可以写成我们熟悉的形式 

.LwcpwLpc +=+  

在预算约束的后面这种表达方法中，我们将闲暇看为另外一种商品：消费者拥有闲暇的禀赋

为 L ，他将这些禀赋（时间）以价格w卖给企业，并且在该价格下“买回”某些闲暇。 

对于某个消费者拥有很多种劳动的这种更为复杂的情形，上面的这种处理策略同样适

用。给定商品和劳动的任何价格向量，消费者可以考虑出售他的禀赋然后买回他想要的商品

和闲暇。当以这种方法看待劳动供给问题时，容易看出它正好适用于前面介绍的消费者行为

模型。给定任何一个禀赋向量ω 和任何一个价格向量 p ，消费者求解的问题是 

...

)(max

ωppxts

xu

=
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这个模型与前面的消费者行为模型唯一的区别是，现在的约束条件变多了；例如，消

费者消费的闲暇数量不可能超过 24小时/天。正式地，这样的约束可以并入第 7章定义的消

费集之中。 

 

利润分配 

现在我们开始分析利润分配的问题。在一个资本主义经济中，消费者们拥有企业，有

权享受部分利润。我们用一组数字 )( ijT 表示这种所有权关系，其中 ijT 表示消费者 i 在企业 j

利润中的份额。对于任何企业 j ，我们要求 1
1

=∑ =

n

i ijT ，因此它全部为消费者们所拥有。

我们将所有权关系视为历史给定的，尽管更复杂的模型可以将股票市场包括进来。 

在价格向量 p 下，每个企业 j 选择的生产方案产生的利润为 )( ppy j 。消费者收到的利

润收入等于他从每个企业收到的利润之和： ).(
1

ppyT j

m

j ij∑ =
消费者的预算约束现在变为 

).()(
1

ppyTpppx j

m

j
ijii ∑

=

+= ω  

    我们假设消费者会选择满足他的预算约束的效用最大的商品束。因此，消费者 i 的需求

函数可以写为价格向量 p 的函数。我们再一次有必要假设偏好为严格凸的，目的在于保证

)( pxi 是一个（单值）函数。然而，我们在第 9 章已经知道，在这样的假设下， )( pxi 是连

续的，至少当价格和收入为严格正时，是连续的。 

 

18.4总需求 

将所有的消费者的需求函数加总在一起就得到了总消费者需求函数（aggregate 

consumer demand function） )()(
1

pxpX
n

i i∑ =
= 。总供给向量是下列两项的加和：一是来自

消费者的供给∑ =

n

i i1
ω ；二是来自企业的总净供给 )( pY 。最后，我们将总超额需求函数

（aggregate excess demand function）定义为 

.)()()( ω−−= pYpXpz  

上式是站在需求角度看。若站在供给角度看，也是可行的，但需注意 )( pz 分量的正号

和负号的含义： )( pz 的某个分量为负，若相应商品是净超额供给的； )( pz 的某个分量为正，

若相应商品是净超额需求的。 

我们在纯交换经济中阐述了瓦尔拉斯法则。现在来看含有生产的经济中的瓦尔拉斯法

则。 

瓦尔拉斯法则。如果如果如果如果 )( pz 的定义如上的定义如上的定义如上的定义如上，，，，则对于所有则对于所有则对于所有则对于所有 p 有有有有 0)( =ppz 。 

证明。根据 )( pz 的定义将 )( ppz 展开。 
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pYpXpppz ω

 

消费者的预算约束为 )()(
1

ppyTpppx j

m

j
ijii ∑

=

+= ω 将其代入上式最后一行 

∑∑ ∑

∑ ∑ ∑∑∑

== =

= = == =

=−=

−−+=

m

i
j

m

i

n

i
ijj

n

i

m

i

n

i
ij

n

i
j

m

j
iji

ppyTppy

pwppyppyTppwppz

11 1

1 1 11 1

,0)()(

)()()()(

 

上式最后一行等于 0，这是因为对于每个 j 有 1
1

=∑ =

n

i ijT 。                     ■ 

    此处瓦尔拉斯法则成立的原因和纯经济情形中的原因是一样的：每个消费者满足了他的

预算约束，因此经济作为一个整体必须满足总预算约束。 

 

18.5均衡的存在性 

如果 )( pz 是定义在满足瓦尔拉斯法则的价格单纯形上的连续函数，则我们可以使用第

17 章的论断，证明存在一个

*p 使得 0)( * ≤pz 。我们已经知道若每个企业的生产集是严格

凸的，则连续性成立。不难看出我们需要总总总总

．

生产可能集是凸的。即使单个企业的技术都是稍稍稍稍

．

微微微微

．

非凸的，由于规模报酬递增的区间很小，由此导致的非连续性在加总后会被抹平。 

注意，我们在上面给出的存在性证明方法只适用于我们处理的是需求函数函数函数函数

．．

的情形（即

单值函数而非一般意义上的映射）。这就要求我们将规模报酬不变技术排除在外，而这种技

术又是一种非常重要的情形。因此，我们将给出一个一般性的定理，并讨论这个定理的假设

条件的经济含义。 

均衡的存在性。某个经济存在着均衡某个经济存在着均衡某个经济存在着均衡某个经济存在着均衡，，，，如果下列假设条件得到满足如果下列假设条件得到满足如果下列假设条件得到满足如果下列假设条件得到满足 

（（（（1））））每个消费者的消费集是闭的每个消费者的消费集是闭的每个消费者的消费集是闭的每个消费者的消费集是闭的、、、、凸的和有下界的凸的和有下界的凸的和有下界的凸的和有下界的。。。。 

（（（（2））））任何消费者没有饱和消费束任何消费者没有饱和消费束任何消费者没有饱和消费束任何消费者没有饱和消费束。。。。 

（（（（3））））对于每个消费者对于每个消费者对于每个消费者对于每个消费者 ni ,...,1= ，，，，集合集合集合集合 }:{ iiii xxx ′
−
≻ 和和和和 }:{ iiii xxx

−
′≻ 都是闭集都是闭集都是闭集都是闭集。。。。 

（（（（4））））每个消费者都在他的消费集内部拥有一个初始禀赋向量每个消费者都在他的消费集内部拥有一个初始禀赋向量每个消费者都在他的消费集内部拥有一个初始禀赋向量每个消费者都在他的消费集内部拥有一个初始禀赋向量。。。。 

（（（（5））））对于每个消费者对于每个消费者对于每个消费者对于每个消费者 i ，，，，如果如果如果如果 ix 和和和和 ix′是两个消费束是两个消费束是两个消费束是两个消费束，，，，则则则则 iii xx ′≻ 意味着对于任何意味着对于任何意味着对于任何意味着对于任何 10 << t 有有有有

iiii xxttx ′′−+ ≻)1( ；；；； 

（（（（6））））对于每个企业对于每个企业对于每个企业对于每个企业 j ，，，，0 是是是是 jY 的元素的元素的元素的元素；；；； 
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（（（（7）））） ∑ =
= m

j jYY
1

是闭且凸的是闭且凸的是闭且凸的是闭且凸的；；；； 

（（（（8）））） }0{)( ⊂−∩ YY  

（（（（9）））） )( +−⊃ RY 。 

证明：参见 Debreu(1959)。                                                      ■ 

尽管这个定理的证明超出了本书的范围，我们至少可以确保我们理解了每个假设的意

图。假设（1）和（3）是用来构建存在效用最大化的消费束。假设（1）~（5）是用来构建

消费者需求映射的连续性。 

假设（6）要求企业总能退出经营，这保证了均衡利润是非负的。假设（7）用于保证

每个企业（多值的）净供给函数的连续性；假设（8）意味着生产是不可逆的，因为你不能

做到：生产净产出向量 y 然后又用它作为投入生产出所有要素。它的目的是保证可行配置集

是有界的。最后，假设（9）说明任何使用所有商品作为投入品的生产方案都是可行的；这

个假设在本质上就是自由处置（free disposal）假设；它意味均衡价格是非负的。 

 

18.6均衡的福利性质 

配置 ),( yx 是可行的，若总财产等于总供给： 

0
111

=−− ∑∑∑
===

n

i
i

m

j
i

n

i
i wyx . 

和以前一样，可行配置 ),( yx 是帕累托有效率的，如果不存在其他的可行集 ),( yx ′′ 使得

iii xx ≻′ ，其中 ni ,...,1= 。 

福利经济学第一定理。如果如果如果如果 ),,( pyx 是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡是一个瓦尔拉斯均衡，，，，则则则则 ),( yx 是帕累托有效是帕累托有效是帕累托有效是帕累托有效

率的率的率的率的。 

证明。假设不是，令 ),( yx ′′ 是帕累托占优配置（pareto dominating allocation）。于是由于消

费者要最大化其效用，我们必然有 

∑
=

+>′
m

j
jijii pyTpxp

1

ω ，其中 ni ,...,1= 。 

将所有消费者 ni ,...,1= 的这个式子加总，我们得到 

∑∑∑
===

+>′
m

j
j

n

i
i

n

i
i pypxp

111

.ω  

此处我们使用了 1
1

=∑ =

n

i ijT 这个事实。 

现在我们使用 x′可行性的定义，用 ∑∑ ==
+′ n

i i

m

j jy
11
ω 代替∑ =

′n

i ix
1

可得： 
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∑∑∑∑ ====
+>+′ m

j j

n

i i

n

i i

m

j j ypyp
1111

][ ωω  

.
11 ∑∑ ==

>′ m

j j

m

j j pyyp  

    但是这意味着生产方案 )( jy′ 的总利润大于生产方案 )( jy 的总利润，这违背了企业已实

现利润最大化的假设。                                                        ■ 

其他的基本福利定理证明也不难。我们只给出证明的大概。 

福利经济学第二定理

．．．．．．．．．

。假设假设假设假设 ),( ** yx 是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置，，，，其中每个消费者其中每个消费者其中每个消费者其中每个消费者

拥有的每种商品数量都为严格正拥有的每种商品数量都为严格正拥有的每种商品数量都为严格正拥有的每种商品数量都为严格正，，，，并且偏好是凸的并且偏好是凸的并且偏好是凸的并且偏好是凸的、、、、连续的和强单调的连续的和强单调的连续的和强单调的连续的和强单调的。。。。假设每个企业的假设每个企业的假设每个企业的假设每个企业的

生产可能集生产可能集生产可能集生产可能集 jY 是凸的是凸的是凸的是凸的，，，，其中其中其中其中 mj ,...,1= 。。。。那么存在一个价格向量那么存在一个价格向量那么存在一个价格向量那么存在一个价格向量 0≥p 使得使得使得使得：：：： 

    （（（（1））））若若若若 iii xx ≻′ ，，，，则则则则 ii pxxp >′ ，，，，其中其中其中其中 ni ,...,1= ；；；； 

    （（（（2））））若若若若 jy′ 在在在在 jY 中中中中，，，，则则则则 jj yppy ′≥*
，，，，其中其中其中其中 mj ,...,1= 。 

证明。（概要）和以前一样，令 P 表示由所有更受偏好的总消费束（aggregate preferred bundles）

组成的集合。令F 表示所有可行的总消费束组成的集合，即 









∈+= ∑
=

m

j
jjj YyyF

1

:ω  

则 F 和 P 都是凸集，而且由于 ),( ** yx 是帕累托有效率的，F 和 P 是不相交的，我们可使

用分离超平面定理（详见第 26章），找到一个价格向量使得 

zpzp ′′≥′     对于P 中的所有 z′和 F 中的所有 z ′′ 均成立。 

偏好的单调性意味着 0≥p 。我们可以使用纯交换经济情形下给出的构造证明，在这些价格

下每个消费者的效用已达到最大而且每个企业的利润已达到最大。                  ■ 

上面的命题表明，每个帕累托有效率的配置都可以通过对“财富”的合理再分配而实现。我们

首先确定我们想要的配置 ),( ** yx ，然后确定相关的价格 p 。如果我们给予消费者 i 相当于

*
ipx 那么大的收入，那么他不会想要改变自己的消费束。 

对于这个结果我们的解释方法有好几种：首先，我们可以把它想象为下面的情形：先将

所有消费者的原来禀赋（包括商品和闲暇）没收，然后重新分配这些禀赋使得它与人们想要

的收入再分配相符。注意这种再分配可能涉及商品的再分配、利润的再分配以及闲暇的再分

配。 

    另一方面，我们可以这么认为：消费者保留各自的原来禀赋，但是现在要让他们缴纳一次性

税收。这种税和一般的税收不同，这种税是对“潜在的”的收入而不是“已实现的”收入征收；也就

是说，是对劳动的禀赋而不是对出售的劳动征税。消费者无论是否出售劳动都要纳税。在纯交换

经济的意义上，对某个人 A 征收一次性税收然后将这笔钱给与另一个人 B，相当于将 A 的一部

分劳动禀赋给与 B，然后允许 B 按照市场的工资率出售这些劳动。 
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当然，个体之间的能力可能不同，换句话说即他们的各种潜在的劳动的禀赋是不同的。在

实践中，如果想征收这种一次税，必须观察人们的能力区别，但这很难做到。当个人能力不同时，

收入再分配就存在着严重的效率问题。 

 

福利经济学第二定理的显示偏好证明方法 

下面我们介绍一种简单但多少不那么直接的第二定理的证明方法，这个方法是基于显示偏

好定理基础之上的（详见第 17章）。 

福利经济学第二定理。假设假设假设假设 ),( ** yx 是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置是一个帕累托有效率的配置，，，，并且偏好是局部并且偏好是局部并且偏好是局部并且偏好是局部

非饱和的非饱和的非饱和的非饱和的。。。。再再再再假设假设假设假设对于所有对于所有对于所有对于所有 ji, 在在在在初始禀赋初始禀赋初始禀赋初始禀赋

*
ii x=ω 和利润份额和利润份额和利润份额和利润份额 0=ijT 情形下情形下情形下情形下，，，，存在存在存在存在一个竞一个竞一个竞一个竞

争均衡争均衡争均衡争均衡，，，，令其为令其为令其为令其为 ),,( yxp ′′′ 。。。。则事实上则事实上则事实上则事实上 ),,( ** yxp′ 是一个竞争均衡是一个竞争均衡是一个竞争均衡是一个竞争均衡。 

证明。根据命题中关于

*
ix 的设定可知

*
ix 满足每个消费者的预算约束，因此必然有 iii xx

−
′≻ 。由于

*x 是帕累托有效率的，这意味着

*~ iii xx′ 。所以，如果 ix′ 在预算集上能使效用最大，则

*
ix 也

能。 

由于偏好是非饱和的，每个消费者的预算约束变成等式，因此 

.,...,1* nixpxp ii =′=′′  

将所有消费者 ni ,...,1= 的上式相加，并使用可行配置的定义，我们可得到 

,
1 1

*

1 1










+′=




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

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+′′ ∑ ∑∑ ∑

= == =

m
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n
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n
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ij ypyp ωω  
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m

j
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m

j
j ypyp  

    因此，如果 y′使得总利润最大化，则

*y 也可使得总利润最大化。根据本章第 1 节的那个定

理可知，每个企业都已实现了利润最大化。                                         ■ 

这个命题表明如果某个帕累托有效率配置 ),( ** yx 存在竞争均衡，则 ),( ** yx 本身本身本身本身

．．

就是一

个竞争均衡。你也许会问均衡存在的条件是什么？根据前面关于存在性的讨论可知，有下面

两个假设就足够了：（1）所有的需求函数是连续的；（2）满足瓦尔拉斯法则。需求的连续性

可从偏好和生产集的凸性推知。瓦尔拉斯法则可通过下列计算进行验证： 

.0)(0

)()(

)()()(
*

≤−=
−−=

−−=

ppY

ppYpXppX

ppYpppXppz ω
 

    在上面的模型中我们看到，超额需求的值总是非正的。这是因为我们没有将消费者在企业利

润中的份额给与这些消费者。由于这些利润被“扔掉”了，超额需求的值当然为负。然而，仔细审
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视第 17章均衡存在性的证明，就会知道我们其实不需要 0)( ≡ppz 的假设；只要有 0)( ≤ppz

就足够了。 

这个结果表明，福利经济学第二定理的关键假设条件，其实就是完全竞争均衡存在的条件，

即凸性条件。 

 

18.7生产经济中的福利分析 

生产经济中的福利分析方法和交换经济中的福利分析方法大致相同，你不应该为此感到惊

讶。唯一真正的问题是在生产经济情形下如何描述可行配置集。 

最简单的方法是使用转换函数（参见第 1 章）。我们已经知道，转换函数（transformation 

function）在下列意义上选择处了有效率的生产方案：当且仅当 0)( =yT 。可以证明几乎任何合

理的技术都可以使用转换函数刻画

（一）

。 

于是，福利最大化的问题可以写为 

.0),...,(..

))(),...,((max
1

11

=k

nn

XXTts

xuxuW
 

其中 ∑ =
= n

i

g
i

g xX
1

， kg ,...,1= 。这个问题的拉格朗日函数为 

,0)())(),...,(( 11 =−= XTxuxuWL nn λ  

它的一阶条件为 

.,...,1;,...,10
)()( **
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X

XT

x
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W
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这些条件可以变形为 
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∂
∂

 

福利最大化的一阶条件要求，每对商品之间的边际替代率等于这对商品之间的边际转换率。 

 

18.8图形分析 

    我们可以借助类似于埃奇沃思盒的图形分析生产和一般均衡。假设我们考虑的由一个消费者

构成的经济。这种情形下消费者的生活非常奇怪：一方面他是一个追求利润最大化的生产者（企

                                                        
（一） 我们可以将资源禀赋融入转换函数的定义之中。 
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业）——使用劳动要素生产某种消费品；另一方面他又是一个拥有上述企业、追求效用最大化的

消费者。这种情形有时称为鲁宾逊.克鲁索经济（Robinson Crusoe economy）。 

在图 18.1中，我们画出了企业的生产集。注意：劳动的数量用负数表示，因为它是生产过

程的投入品；生产技术是规模报酬不变的。 

劳动的供给量有上限，我们把劳动的这个最大供给量用 L 表示。为简单起见，假设消费者

的初始消费品禀赋为零。消费者的消费束由消费品和闲暇组成，他的偏好由图中的无差异曲线给

出。均衡工资是多大？ 

 

 

图图图图 18.1：：：：规模报酬不变的鲁滨逊克鲁索经济规模报酬不变的鲁滨逊克鲁索经济规模报酬不变的鲁滨逊克鲁索经济规模报酬不变的鲁滨逊克鲁索经济。劳动的数量用负数表示，生产技术是规模报酬不

变的。 

如果实际工资（real wage）由生产集的斜率给出，那么消费者的预算集与生产集重合。他的

需求束是能给他最大效用的消费束。生产者也愿意生产这个需求束，因为他能得到零利润。因此，

消费品市场和劳动市场都出清。 

注意：实际工资完全由生产技术决定，而最终产量和消费束都由消费者需求决定。这个结论

可以扩展为非替代性定理

．．．．．．

（Non-substitution Theorem）。这个定理是说如果生产过程只有一种

天然性投入（nonproduced input）而且技术是规模报酬不变的，则均衡价格和偏好无关——它们

完全由生产技术决定。稍后我们将证明这个定理。 

规模报酬递减的情形请见图 18.2。在这个图中我们可以找到均衡配置点，因为在这一点上边

际替代率等于边际转换率。这一点的斜率给出了均衡实际工资。 

当然，在这一实际工资率下消费者的预算线不经过禀赋点 ),0( L 。原因在于消费者从企业那

里得到了部分利润。企业赚取的利润数额（以消费品的单位数衡量）用纵截距表示。由于消费者
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拥有这个企业，全部利润当然归他所有，但要注意这些利润是他的“非劳动”收入。因此，他的

预算集正如图中所示，仔细审视一下图即可知道，这两个市场的确都是出清的。 

这使得一般均衡模型中的利润有些特殊。在上面的分析中，我们假设技术对劳动投入是规模

报酬递减的，但没有解释具体原因。一种可能的原因是存在着固定要素——例如，土地。在这种

解释中，罗宾逊的消费品的生产函数取决于劳动投入 L 和（固定的）土地投入T . 如果我们同时

增加这两种要素的投入数量，生产函数可能是规模报酬不变的，但是如果我们固定劳动投入从而

将产量只看成劳动这个变量的函数，我们就可能得到规模报酬递减的结果。我们在第 1 章已经知

道，对于每个规模报酬递减的技术，如果我们规定它们含有固定要素，那么可以将它们看为规模

报酬不变的技术。 

 

 

图图图图 18.2：：：：规模报酬递减的罗宾逊克鲁索经济规模报酬递减的罗宾逊克鲁索经济规模报酬递减的罗宾逊克鲁索经济规模报酬递减的罗宾逊克鲁索经济。消费者的预算线不经过禀赋点 ),0( L ，因为消费

者从企业那里得到了部分利润。 

从这个角度来说，“利润”或说非劳动收入可以解释为固定要素的租金

．．

（rent）。如果我们

使用这种解释，那么一般来说利润为零：产品的价值必定等于要素的价值。这一点是从利润的定

义得知的。产品价值减去可变要素价值剩下的部分，自动视为固定要素的报酬或租金。 

 

例子：柯布-道格拉斯规模报酬不变的经济 

假设某个消费者关于消费品 x 和闲暇 R 的效用函数是柯布-道格拉斯型的： 

RaxaRxu ln)1(ln),( −+= . 

该消费者的禀赋为一单位的劳动和一单位的闲暇。另外，还存在着一个企业，该企业的技术是规

模报酬不变的： aLx = 。 
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    稍微分析一下可知均衡实际工资必定等于劳动的边际产量，因此 apw =** / 。消费者的最

大化问题为 

...

ln)1(lnmax

wwRpxts

Raxa

=+
−+

 

    在写上述问题中的预算约束时，我们用到了均衡利润为零的事实。我们已经知道柯布-道格

拉斯效用函数的需求函数的形式为 pampx /)( = ，其中m 为货币收入，我们发现 

.1)1(),(

),(

a
w

w
awpR

p

w
awpx

−=−=

=
 

因此，劳动的均衡供给量为 a ，均衡产量为

2a 。 

 

例子：规模报酬递减的经济 

假设消费者的效用函数如上例所示，但现在生产者的生产函数为 Lx = 。我们武断地将产

品价格标准化为 1。利润最大化问题为 

.max 2/1 wLL −  

这个问题的一阶条件为： 

.0
2
1 2/1 =−− wL  

求出企业的需求函数和供给函数： 

.)2(

)2(
1

2

−

−

=
=

wx

wL
 

将它们代入目标函数可得到利润函数的表达式, 

.)4()2()2()( 121 −−− =−= wwwwwπ  

现在消费者的收入中需要加入利润收入，因此他对闲暇的需求为 

).
4
1

1)(1()
4
1

(
)1(

)( 2w
a

w
w

w

a
wR +−=+−=  

根据瓦尔拉斯法则可知，我们只需要找到能使市场出清的实际工资即可： 

).
4
1

1)(1(1
4
1

22 w
a

w
+−−=  

求解该方程，我们得到 
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.
4

2
2/1

*
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


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
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a
w  

因此，均衡利润水平为 

.
4

2
4
1

2/1
*

−








 −=
a

aπ  

下面我们介绍这个问题的另外一种求解方法。正如前面指出的，我们对技术呈现规模报酬递

减的原因解释是存在着固定要素。令这种固定要素为“土地”，我们以单位数衡量它的大小，因

此土地的总量为 1=T 。令生产函数为

2/12/1 TL 。注意这个生产函数是规模报酬不变的，而且当

1=T 时它与原来的技术相同。令土地的价格为 q 。 

该企业的利润最大化问题为 

,max 2/12/1 qTwLTL −−  

它的一阶条件为 

.0
2
1

0
2

1

2/12/1

2/12/1

=−

=−

−

−

qTL

wTL
 

在均衡时土地市场将出清，因此 1=T 。将其代入上面的方程可得 

.)2(

)2(
2

2

qL

wL

=
= −

 

联立这两个式子可得 .4/1 wq =  

现在消费者的收入由两部分构成：一是来自他的劳动禀赋的收入 wLw = ；二是来自他的土

地禀赋的收入 qTq = 。因此，他的闲暇需求为 

.
)(

)1()1(
w

qw
a

w

m
aR

+−=−=  

令劳动的需求等于劳动的供给可得到均衡工资 

.
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土地的均衡租金为 
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注意这个结果和前面那种方法求得的结果是相同的。 
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18.9 非替代性定理 

本节将要证明前面提及的非替代性定理。假设有 n 个行业，它们的产品分别为 niyi ,...,1, = 。

每个行业只生产一种产品；不允许联合生产。生产的天然性投入只有一种，用 0y 表示。我们一

般认为这种天然性商品为劳动。假设这 1+n 种商品的价格为 ),...,,( 10 nwwww = 。 

和往常一样，所能确定的均衡价格是以相对价格形式表现的。我们假设劳动是每个行业的必

要投入要素。因此，均衡时 00 >w ，我们可以将劳动选为计价物（numeraire）；也就是说我们

可以武断地设定 10 =w 。 

假设生产技术是规模报酬不变的。在第 5 章我们已经知道，这种技术意味着每个行业的成本

函数可以写为 iiii ywcywc )(),( = ，其中 ni ,...,1= 。函数 )(wci 是单位成本函数，即在价格为 w

时（注意，这是相对价格，计价标准为 10 =w ），该行业生产一单位产品所花费的成本。 

我们还假设劳动对于生产是必不可缺的，因此劳动的单位要素需求是严格正的。用

0
ix 表示

当 1=y 时企业 i 对要素 0 的需求，我们可以利用成本函数的可微性质将

0
ix 写为 

.0
)(

)(
0

0 >
∂

∂=
w

wc
wx i

i  

注意，这意味着成本函数关于 0w 严格严格严格严格

．．

增。由于成本函数关于至少其中一种产品的价格是严格增

的，对于 1>t 有 ).()()( wcwtctwc iii >=  

    非替代性定理。假设生产过程只有一种假设生产过程只有一种假设生产过程只有一种假设生产过程只有一种天然性天然性天然性天然性要素要素要素要素，，，，这种要素对于生产必不可缺这种要素对于生产必不可缺这种要素对于生产必不可缺这种要素对于生产必不可缺；；；；假设假设假设假设

不允许联合生产不允许联合生产不允许联合生产不允许联合生产，，，，而且生产技术是规模报酬不变的而且生产技术是规模报酬不变的而且生产技术是规模报酬不变的而且生产技术是规模报酬不变的。。。。令令令令 ),,( wyx 为一个瓦尔拉斯均衡为一个瓦尔拉斯均衡为一个瓦尔拉斯均衡为一个瓦尔拉斯均衡，，，，其中其中其中其中

niyi ,...,1,0 => 。。。。则则则则w 是是是是 niwcw ii ,...,1),( == 的唯一解的唯一解的唯一解的唯一解。 

证明。如果 w是规模报酬不变经济中的一个均衡价格向量，那么每个行业的利润必定为零；

即 

.,...,10)( niywcyw iiii ==−  

由于 0>iy （其中 ni ,...,1= ），这个条件可以写为 

.,...,10)( niwcw ii ==−  

上式是说任何均衡价格必须满足价格等于平均成本这个条件。由于 00 >w 而且劳动是生产的不

可缺少的要素，必有 0)( >wci 。而这又意味着 0>iw ，其中 ni ,...,1,0= 。换句话说，所有均

衡价格向量都是严格正的。 

我们将证明这样的均衡价格向量是唯一的。假设 w′和 w是上述方程组的两个不同解。定义 

.max
i

i

i
m

m

w

w

w

w
t

′
=

′
=  

这里，两个向量的分量的最大比值出现在分量m 之处——此处 mw′ 是 mw 的 t 倍。 
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假设 1>t 。我们可得到下面一串不等式： 

.)()()( 54321 mmmmmm wwctwcwtctww ′=′>===′  

这些等式和不等式成立的理由分别为： 

（1） t 的定义；（本句前面的序号（1）对应着上式中的第一个等式，即标有下标 1 的那个

式子；以下类推。）（2）w是解的假设；（3）成本函数的线性齐次性；（4）t 的定义，假设 1>t ；

以及成本函数关于要素价格向量是严格单调的；（5） w′解的假设。 

因此，假设 1>t 使我们得到了一个矛盾的结果，所以 1≤t ，从而 ww ′≥ 。在上面的论证中， 

w和 w′的地位是对称的，因此我们也有 ww ≥′ 。联立这两个不等式可知， ww =′ 。    ■ 

 

    这个定理是说，如果某经济体存在着均衡价格向量，那么这个向量必定是 )(wcw ii ≥ 的解，

其中 ni ,...,1= 。令人惊讶的是，w一点也不取决于需求条件，即 w完全独立于消费者的偏好和

禀赋。 

我们用术语技术

．．

（technique）表示生产一单位产品所必需的要素需求。令

*w 为满足零利润

条件的价格向量。那么我们可以确定企业的均衡技术，方法是成本函数关于每种要素 j 价格微分： 

.
)(

)(
*

*

j

ij
i w

wc
wx

∂
∂=  

由于均衡价格独立于需求条件，均衡技术的选择将和需求条件无关。无论消费者的需求如何

变动，企业也不会用其它技术替代均衡技术；这就是非替代定理名称的由来。 

 

18.10 一般均衡中的行业结构 

在瓦尔拉斯模型中，企业的数量是给定的。在第 13章我们认为行业中的企业数量是个变量。

我们该如何调和这两个模型？ 

我们首先考虑规模报酬不变的情形。在这种情形下，我们知道与均衡相容的唯一利润最大水

平就是零利润。而且，在与零利润相容的价格水平上，企业愿意生产任意产量。因此，在这种情

形下，经济的行业结构是不确定的——企业根本不关心它占有多少市场份额。如果企业数量是个

变量，它也是不确定的。 

现在考虑规模报酬递减的情形。如果所有的技术都是规模报酬递减的，我们知道存在着均衡

利润。在直到目前我们讨论的一般均衡模型中，企业没有理由获得相同的利润。人们通常认为企

业利润相同的原因是假设企业会进入利润最高的行业；但是如果企业的数量是固定的，这种情形

不能发生。   
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如果企业的数量是可变的，实际情况是怎样的呢？企业很有可能会进入。如果技术真是规模

报酬不变的，那么企业的最优规模是无穷小，这是因为拥有两个小企业总比拥有一个大企业好。

因此，我们预期企业会持续进入，不断压低利润水平。在长期均衡时，企业的数量是无穷大的，

每个企业的规模都是无穷小。 

这样的情形似乎非常不切合实际。一种解释方法是使用第 13章提及的结论：如果我们总是

可以复制企业，那么唯一合理的长期技术就是规模报酬不变的技术。因此，技术呈现规模报酬递

减必定是由于存在固定要素。在这种解释中，均衡“利润”真得应该看作是固定要素的报酬。 

 

注释 

非替代性定理参见 Samuelson（1951）。本章对该定理的分析采纳的是 von Weizsaker(1971)

的方法。 

 

习题 

18.1 某个经济体中有两种天然性（nonproduced）生产要素——劳动和资本，还有两种产品——

苹果和手帕。苹果和手帕的生产技术都是规模报酬不变的。手帕生产只使用劳动，而苹果生产则

要使用劳动和土地。有 N 个相同的人，每个人的初始禀赋为 15单位劳动和 10单位土地。每个

人的效用函数都具有下列形式 BcAcBAU ln)1(ln),( −+= ，其中 10 << c ，A 和 B 分别为

每个人消费的苹果和手帕数量。苹果是用固定系数的（fixed-coefficients）技术生产的，每生产

一单位苹果需要使用一单位劳动和一单位土地。而手帕的生产则只使用劳动，生产一单位手帕需

要一单位劳动。令劳动为这个经济体的计价物。 

（a）计算该经济体得竞争均衡价格和消费量。 

（b）参数 c取何值时，土地禀赋的微小变动不会导致竞争均衡价格的变动？ 

（c）参数 c取何值时，土地禀赋的微小变动不会导致竞争均衡消费量的变动？ 

18.2 某个经济体有两个企业和两个消费者。企业 1 完全为消费者 1 所拥有。它使用石油（ x ）

生产枪支（ g ），生产函数为 xg 2= 。企业 2 完全为消费者 2 所拥有，它使用石油（ x ）生产

黄油（b ），生产函数为 xb 2= 。每个消费者原有 10单位石油。消费者 1 的效用函数为

6.04.0),( bgbgu = ，消费者 2 的效用函数为 )ln(5.0)ln(5.010),( bgbgu ++= 。 

（a）计算枪支、黄油和企业的市场出清价格。 

（b）计算每个消费者消费的枪支和黄油数量。 

（c）计算每个企业使用的石油数量。 
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19 时间 
     

在本章我们分析跨时期的消费者和经济体的行为。我们将看到，在某些情形下，跨期行

为可以视为前面讨论过的静态模型的简单扩展。然而，时间也对偏好和市场施加了有趣而特

殊的结构。由于未来具有不确定性，讨论涉及不确定性的问题就显得自然合理。 

 

19.1 跨期偏好 

    我们的标准消费者选择理论足以描述跨期选择（intertemporal choice）。选择的对象——

消费束——现在变为一定时期的消费流。我们假设消费者在这些消费流上的偏好满足通常的

正则条件。按照标准的思路，这些偏好通常用效用函数代表。然而，和期望效用最大化的情

形一样，我们考虑的是一类特殊的选择问题。这意味着偏好具有特别的结构，从而它产生的

效用函数也具有特别的形式。一种非常普遍的选择问题涉及在时间上满足可加性的效用函

数，即 

).(),...,(
1

1 t

T

t
tT cuccU ∑

=

=  

其中 )( tt cu 是时期 t消费的效用。这个函数也可进一步具体为时间静态形式 

).(),...,(
1

1 t

T

t

t
T cuccU ∑

=

= α  

在这个情形下，每个时期的效用函数是相同的，但是时期 t的效用要乘以一个折扣因子 tα 。 

注意这个函数的结构与期望效用结构的相似性。在期望效用模型中，消费者在每种自

然状态下的效用是相同的，但每一种自然状态下的效用要乘以该状态发生的概率。事实上，

仿照期望效用公理，从对潜在偏好的限制角度，我们可以给出这类具有时间可加性效用函数

的合理性理由。 

假设未来的消费可能性是不确定的。正如我们前面看到的，给定一组公理，我们可以

选择出某个效用函数，使得不同自然状态的效用是可加的。然而，情形更有可能是这样的：

效用函数的一种单调变换满足不同状态的效用的可加性，而另外一种单调变换则使得不同时

期的效用是可加的。没有理由硬要规定效用函数同时满足跨期选择和不确定选择情形下的可

加性。尽管如此，最常见的做法还是假设跨期瞎用函数同时满足这两种情形的可加性。这样

的假设不怎么符合实际，但好处是计算简便。 

 

 

19.2 跨期最优化：两个时期 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 325 

在第 11章我们已研究过一个简单的两时期的投资组合模型。此处我们分析如何将这个

模型扩展为多时期模型。这个例子的目的是说明如何使用动态规划（dynamic programming）

方法，这种方法将多时期的最优化问题分解为两期最优化问题来求解。 

我们首先回顾一下两时期模型。用 ),( 21 cc 表示这两个时期中的消费。消费者在时期 1

的禀赋为 1w 元，他可以将他的财富投资于两种资产身上。一种资产的收益率 0R 是固定的，

另外一种资产的收益率 1

~
R 是随机的。我们通常将收益率视为总收益率（total returns），因为

这比较方便，总收益率等于 1加上收益率。 

假设消费者决定在时期 1 消费 1c 元，并将剩下财富投资于风险资产和无风险资产，投

资比例分别为 x和 x−1 。在这个投资组合中， xcw )( 11 − 元的收益率为 0R ， )1)(( 11 xcw −−

元的收益率为 1

~
R 。因此他在时期 2的财富——这等于他在时期 2的消费——为 

[ ] .
~

)()1(
~

)(~~
11011122 RcwxRxRcwcw −=−+−==  

其中 )1(
~~

01 xRxRR −+= 为消费者的投资组合的收益

．．．．．．．

（portfolio return）。注意R
~
一般是一

个随机变量，这是因为 1

~
R 是个随机变量。 

由于投资组合的收益是不确定的，消费者在时期 2 的消费是不确定的。我们假设消费

者的效用函数具有下列形式 

),~()()~,( 2121 cEucuccU α+=  

其中 1<α 是折扣因子。 

令 )( 11 wV 为消费者在时期 1拥有财富 1w 可以实现的最大效用： 

].
~

)[()(max)( 111
,

11
1

RcwEucuwV
xc

−+= α              （19.1） 

函数 )( 11 wV 本质上是间接效用函数：它给出了财富效用函数的最大值。 

将（19.1）中的目标函数分别对 1c 和 x微分，可得到一阶条件 

RcuEcu
~

)~()( 21 ′=′ α                          （19.2） 

 .0)
~

)(~( 012 =−′ RRcuE                                  （19.3） 

（19.2）式是跨期最优化的条件：它是说时期 1的消费的边际效用必须等于时期 2消费的期

望边际效用的折现。（19.3）式是投资组合最优化的条件：它是说将一小笔钱从无风险资产

移动到风险资产的期望边际效用为零。我们在第 11章已分析过类似的一阶条件。 

给定上述含有两个未知数（ x和 1c ）的两个方程，我们一般可以解出最有消费和投资

组合选择。在下一节我们将举例说明如何求解。 

 

19.3 跨期最优化：多个时期 
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假设有 2>T 个时期。如果 )~,...,~( 1 Tcc 是某个（可能随机的）消费流，我们假设消费者

根据下列效用函数评价这个消费流 

).~()~,...,~(
0

1 t

T

t

T
T cEuccU ∑

=

= α  

如果消费者在时期 t的财富为 tw ，他投资于风险资产的钱数占投资总钱数（总财富减去消费）

的比例为 tx ，那么他在时期 1+t 的财富为 

,
~

][~
1 Rcww ttt −=+  

其中 )1(
~~

01 xRxRR −+= 是时期 t和时期 1+t 之间的（随机）投资组合收益率。 

为了求解跨期最优化问题，我们使用动态规划的方法将其分解为一系列的两期最优化

问题。考虑时期 1−T 。如果消费者在此期的财富为 1−Tw ，他能得到的最大效用为 

[ ].~
)()(max)( 111

,
11

11

RcwEucuwV TTT
xc

TT
TT

−−−−− −+=
−−

α        （19.4） 

上式和（19.1）式是一样的，只不过此处用下标 1−T 替换了（19.1）的下标 1。这个最

大化问题的一阶条件为 

RcuEcu TT

~
)~()( 1 ′=′ − α                     （19.5） 

.0)
~

)(~( 01 =−′ RRcuE T                             （19.6） 

我们已经知道如何求解这个问题，至少在原理上知道怎么做；也知道如何确定间接效

用函数 )( 11 −− TT wV 。 

现在我们返回到 2−T 期。如果消费者选择 ),( 22 −− TT xc ，那么在 1−T 期，他的（随机）

财富为 

[ ] .
~~

221 Rcww TTT −−− −=  

在这个财富上他可以实现的期望效用为 )( 11 −− TT wV 。因此，该消费者在 2−T 期的最大化问

题为 

[ ].~
)()(max)( 222

,
22

22

RcwEucuwV TTT
xc

TT
TT

−−−−− −+=
−−

α  

这个问题和（19.4）的问题类似，但是“时期 2”的效用由间接效用函数 )( 11 −− TT wV 而不是

直接效用函数给出。 

时期 2−T 的最大化问题的一阶条件为 

0
~

)~()( 12 =′−′ −− RcVEcu TT α                     （19.7） 

.0)
~

)(~( 011 =−′ − RRwVE T                    （19.8） 

和以前一样，（19.7）式是跨期最优化条件：当前消费的边际效用必须等于未来消费的间接间接间接间接
．．
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边际效用的折现值。(19.8)式是投资组合的最优化条件。 

我们可以使用这些条件求解 )(),...,( 1122 wVwV TT −− 。给定间接效用函数 )( tt wV ，T 期的

跨期最优化问题就变成了一系列两期最优化问题。 

 

例子：对数效用 

假设 )ln()( ccu = 。那么（19.5）和（19.6）中的一阶条件变为 

[ ] [ ]11111

~

~
1

−−−−− −
=

−
=

TTTTT cwRcw

R

c

αα                （19.9 ） 

[ ] .~

~
0

11

01









−
−=

−− Rcw

RR
E

TT

                         （19.10） 

注意在（19.9）中收益率抵消掉了，这是对数效用的非常方便的性质。 

从（19.9）中解出 1−Tc ，可得 

.
1

1
1 α+

= −
−

T
T

w
c  

将上式代入目标函数可得到间接效用函数： 

α
αα

α +
+

+
= −−

−− 1

~
ln

1
ln)( 11

11

Rw
E

w
wV TT

TT  

使用对数的性质可得， 

).1ln()1(ln
~

lnln)1()( 111 αααααα ++−+++= −−− REwwV TTT  

注意下面这个重要性质：间接效用函数 1−TV 是财富的对数。随机收益率影响 1−TV 的可加性；

但它不影响财富的边际边际边际边际

．．

效用，因此它不进入相应的一阶条件。 

由此可推知，时期 2−T 最大化问题的一阶条件为 

[ ]222

)1(1

−−− −
+=

TTT cwc

αα
                       （19.11） 

[ ] .~

~
0

22

01









−
−=

−− Rcw

RR
E

TT

                  （19.12） 

 

这些条件非常类似时期 1−T 最大化问题的条件；与（19.9）相比，（19.11）在右侧多出

了一个因子即 )1( α+ ；而（19.2）的形式则与（19.10）相同。由此可知，消费者在每一时

期选择的投资组合都是相同的——和他求两期最优化的解是相同的；消费者在 1−T 时期的
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消费选择总是与该期的财富成正比。 

 

19.4 跨期情形下的一般均衡 

我们以前说过，阿罗-德布鲁一般均衡模型中的商品是非常一般的。因此，商品可以按
人们关心的任何特征划分。例如，如果他们关心的是何时得到商品，那么在不同不同不同不同

．．

时间得到的

“同种”商品也应该视为不同商品。如果他们关心的是在何种环境下得到商品，那么商品应

该按照被提供时的自然状态进行区分。 

当我们按照这些方法区分商品时，我们就可以做到以全新的而且更深入的方法理解均

衡价格的作用。例如，我们若考虑的是一个简单的一般均衡模型，其中只有一种商品。消费

者可以获得该消费品的时期分别为 Tt ,...,1= 。由上面的评价可知，我们可以把这种商品视

为T 种不同的商品，令 tc 表示时期 t的消费量。 

在纯交换经济模型中，消费者 i在时期 t将有一些消费禀赋 itc 。在含有生产的经济模型

中，将存在某种技术使得时期 t的消费可以转换为未来时期的消费。放弃某一时期的消费，

消费者可以在未来享受（更多的）消费。 

消费者在消费流上具有偏好，而且存在可让不同时点商品进行交易的市场。这种市场

的一种组织方式是使用阿罗

．．

-

．

德布鲁证券

．．．．．

（Arrow-Debreu securities）。这些证券形式特别：

证券 t在时期 t支付一元报酬，在其他时期支付零元。这样的证券在现实世界中是存在的；

它们就是纯折扣债券（pure discount bonds）。纯折扣债券在某个特定日期支付一定金额的收

益（例如 10,000元）。 

这个模型具有标准阿罗-德布鲁模型的所有要素：偏好、禀赋和市场。我们可以运用标

准的存在性结论证明，使所有市场同时出清的阿罗-德布鲁证券的均衡价格（ tp ）必然存在。

注意， tp 是在时期零对时期 t交付的商品支付的价格。在这个模型中，所有金融交易都在零

期进行而消费则是跨期的。 

在现实生活的跨期市场中，我们通常用另外一种方法衡量远期价格（future prices），这

就是利率。想象有一家银行它经营以下生意：消费者在时期零每存入1元，在时期 t银行向
消费者支付 )1( tr+ 元。我们说银行的存款利率为 tr 。利率 tr 和阿罗-德布鲁的价格 tp 有什么

样的关系？ 

假设某个人在时期零持有 1 元钱。他可以将钱存入银行，这样在时期 t他可以得到
)1( tr+ 元。或者他可以购买阿罗-德布鲁证券 t。如果该证券的价格为 tp ，他可以购买 tp/1

单位的证券。 

由于每单位证券在时期 t的价值为 1元，他在时期 t可以得到 tp/1 元。显然，不管他采用哪

种投资方案，投资收益必定相等，因此 
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.
1

1
t

t p
r =+  

这意味着利率等于阿罗-德布鲁价格的倒数减去 1。 

我们可以使用阿罗-德布鲁价格评估消费流的价值，评估方法和往常一样。例如，下飞

着的预算约束的形式为 

.
11
∑∑

==

=
T

t
tt

T

t
tt cpcp  

使用价格和利率的关系，我们可以将上式写为 

.
11 11

∑∑
== +

=
+

T

t t

t
T

t t

t

r

c

r

c
 

因此，预算约束采取的形式是消费折现现值必定等于禀赋折现现值。 

由于它的结构和前面说过的阿罗-德布鲁模型是相同的，相同定理必定成立：在各种凸

假设下均衡存在且有效率。 

 

无限情形 

在很多情形下，用有限的时间衡量活动的期限是不合适的，因为人们会合理预期经济

将“无限长”地持续下去。然而，如果我们使用的是无限长的时期，均衡的存在性和福利定

理将存在某些麻烦之处。 

第一组问题是技术性问题：含有无限多个自变量的函数的合理定义是什么样的？相应

的不动点定理或分离超平面定理是什么样的？我们可以借助各种数学工具解决这些问题；大

多数问题在本质上和处理技术有关。 

然而，无限期模型也存在着某些根本性的特殊之处。也许最著名的例子是叠代模型叠代模型叠代模型叠代模型

．．．．

（overlapping generations model），这个模型也称为纯消费借贷模型纯消费借贷模型纯消费借贷模型纯消费借贷模型

．．．．．．．

（pure consumption-loan 

model）。考虑具有如下结构的经济体。在每一期，有 n个人出生，每个人的寿命都是两期。

因此，时期 1之后的每个时点上都有 n2 个人：n个年青人和n个老年人。每个人在出生时

拥有 2单位的消费禀赋，而且他在年青时消费还是年老时消费这两个选择之间是无差异的。 

这个简单的模型毫无疑问存在着均衡。显然每个人都消费自己的禀赋就是一个均衡。

这个均衡的支撑价格是对于所有 t， 1=tp 。然而这个均衡不是帕累托有效率的！ 

为了看清这一点，假设第 1+t 代的每个人将他的一单位禀赋转移给第 t单位的人。现在

第一代的人的状况变好了，因为这一代的每个人在生存起见都消费了 3单位。哪一代人的状

况都没有变坏，因为他们在年青时的付出到了年老时得到了补偿。这意味着我们在原来的均

衡基础上找到了一个帕累托改进。 
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    现在思考一下，为什么在这个模型中第一福利定理“不成立”？症结在于假设商品数量

无限多。如果商品在各期的均衡价格都是 1，那么总消费流和总禀赋的价值都是无穷大的。

这样在我们使用反证法证明第一福利定理时，最后一步得到的矛盾就不再成立，证明失败。 

这个例子很简单，但是由此的结果却是可靠的。在将有限维度的模型推广到无限维度

的模型时你必须非常小心。 

 

19.5 不同自然状态情形下的一般均衡 

在前面我们说过人们可能关注商品得到的具体环境或者说在什么样的自然状态下得到

这些商品的。毕竟下雨时的雨伞和不下雨时的雨伞是不同的商品。 

假设市场在时刻零开始交易，但是在时刻 1存在着某些不确定性，尽管交易仍会发生。

具体地说，假设在时刻 1自然状态有两种：一是下雨；二是不下雨。 

假设人们签订的是条件合同

．．．．

（contingent contracts）：“消费者 i向该合同的持有者交付

一单位商品 j当且仅当天下雨。”时刻 0的交易是合同交易，即承诺如果某种自然状态发生

则在未来提供某种商品或者服务。 

我们可以想象存在进行这种合同交易的市场，在合同的任何价格向量下，消费者可以

根据他们的偏好和生产技术决定各种合同的需求量和供给量。注意，合同是在时刻 0签订但

却在时刻 1执行，而且只有在时刻 1发生某种既定的自然状态的条件下，合同才执行。和往

常一样，均衡价格向量是使得任何合同都不存在超额需求的价格向量。从抽象理论的角度看，

合同和其他商品没有什么区别。因此，标准的均衡存在性和效率结果仍然适用。 

正确理解这个效率结果是重要的。偏好的定义域是彩票空间。如果冯.诺依曼-摩根斯坦

公理得以满足，定义在随机事件上的偏好可用期望效用函数刻画。因此，我们说不存在可行

配置使得所有消费者状况变好，就是说不存在任何形式的条件合同使得每个人的期望效用增

加。 

现实生活中存在着类似条件合同的合同。可能最常见的例子就是保险合同。保险合同

给付一定资金的充分必要条件是某些既定事件发生。然而，必然承认严格意义上的条件在实

践中非常罕见。 

 

注释 

Ingersoll（1987）介绍了几个动态投资组合优化模型及其解；Geanakoplos（1987）很好

地综述了叠代模型。 
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习题 

19.1 考虑本章 19.4使用过的对数效用的例子。证明任意时期 t的消费量为 

.
1

1
]...1/[ 1

2
ttT

tT
tt wwc +−

−

−
−=++++=
α

αααα  

19.2 考虑下列“租金稳定”（rent stabilization）计划。允许房东每年提高租金，每年租金提

高额为通货膨胀率的 3/4。新建公寓的房东可以任意设定自己公寓的初始租金。租金稳定计

划的倡议者认为既然新公寓的初始租金可以设定为任意水平，这样的措施不会打击新公寓的

供给。我们用一个简单的模型分析这种说法。 

假设公寓持续 2期。令 r为名义利率，π 为通货膨胀率。假设没有租金稳定计划时，时
期 1的租金为 p，时期 2的租金为 r)1( π+ 。令c表示建造新公寓的边际成本，它是个常数。

令每个时期的公寓需求函数为 )( pD 。最后，令K表示租金受到控制的公寓的供给。 

（a）在没有租金稳定计划时，时期 1的租金 p和建造新公寓的边际成本之间必定有什

么样的关系？ 

（b）如果租金稳定计划实施，上述关系变为什么样的？ 

（c）画出简单的需求-供给图并说明在没有租金稳定计划时新公寓的数量。 

（d）租金稳定计划会导致更多还是更少的新公寓？ 

（e）在租金稳定计划的情形下，新公寓的均衡租金是变高了还是变低了？ 
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20 资产市场 
 

研究资产市场需求需要使用一般均衡方法。下面我们将看到，某种给定资产的均衡价

格严重地依赖于它的价值与其他资产价值如何相关。因此，多元资产（multi-asset）的定价

内在地涉及到一般均衡思想。 

 

20.1 确定性下的均衡 

在资产市场的研究中，核心问题是什么因素决定了资产价格的差异。在确定性的世界

中，资产市场的分析很简单：资产的价格就是它的收入流现期折现价值。如果不是如此，将

存在无风险套利

．．

(arbitrage)的可能性。 

例如，在一个简单的两期模型中，我们假设某种资产 0 的总收益率

．．．．

（total return）是

确定的（无风险的），假设为 0R ，即在资产 0上投资 1元在下一期肯定能得到 0R 元。如果 0R

是资产 0的总收益率，则 100 −= Rr 为（净）收益率

．．．

。 

还存在另外一种资产a，它在下一期的价值为 aV 。资产a的现期均衡价格是多少？ 

在确定性的世界中，这个问题的答案很简单：资产a的现期价格必定等于它的现值， 

.
100 +

==
r

V

R

V
p aa

a                        （20.1） 

如果答案不是如此，那么有人肯定会套利赚钱。如果 0/ RVp aa > ，那么拥有资产 a的人会

出售资产a然后再投资于无风险的资产。下一期他拥有的钱数 aa VRp >0 。既然至少有一人

想卖掉资产a，那么 ap 不可能是均衡价格。 

我们还有一种方法写出（20.1）式的均衡条件，这就是使用资产 a 的总收益率

aaa pVR /= 。如果我们将（20.1）的两侧同除以 ap ，整理可得 

.0R
p

V
p

a

a
a ==                        （20.2） 

    这个式子是说均衡时，所有具有确定收益率的资产的收益率必定是相同的相同的相同的相同的

．．．

，因为没有人

愿意持有收益率较低的资产。 

 

20.2 不确定性下的均衡 

在一个具有不确定性的世界中，资产的期望收益将取决于它的风险性。通常，我们认

为在其他条件相同的情形下，资产的风险性越大，它的价格就越低。换句话说，资产的风险
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越大，为了诱使人们购买该资产，它的期望收益应越大。 

类比（20.2）式，我们可以将资产a的期望收益

．．．．

（expected return） aR 写为 

+= 0RRa 资产a的风险溢价 

上式右侧是无风险收益率加上资产a的风险溢价（risk premium）。我们也可以将这个条件写

为 

=− 0RRa 资产a的风险溢价 

上式左侧称为资产a的超额收益

．．．．

（excess return）。这个式子断言：均衡时，每种资产的超

额收益等于它的风险溢价。 

当然，这些式子都只是相关术语的定义。资产市场理论试图使用诸如消费者偏好、资

产收益模式等这些“基本概念”推导出风险溢价的表达式。 

这一分析涉及一般均衡的思想，这是因为某种风险资产的价格内在地取决于其他资产

存在与否，这些其他资产是该风险资产的补充品或替代品。因此，在资产定价的绝大多数模

型中，某种资产的价值最终取决于它如何与其他资产协

．

（

．

同

．

）

．

变

．

（

．

动

．

）

．

（covary）。 

    令人惊讶的是，尽管资产定价模型之间的差异似乎很大，但都基本体现了上述思想。在

本章我们将推导和比较几个资产定价模型。 

 

20.3 符号 

此处列出了本章用到的所有符号。这种做法的好处是在有需要时你可以容易地查看这

些符号的定义。其中一些术语的定义将在相关章节进一步详细介绍。 

我们一般分析两期模型，当前时期视为时期 0。各种资产在时期 1的价值是不确定的。

我们使用自然状态

．．．．

（states of nature）的概念刻画这种不确定性。也就是说，我们假设存在

着各种可能的结果 Ss ,...,1= ，而且每种资产在时期 1的价值取决于时期 0结果实际发生的

结果。 

i   个人投资者， Ii ,...,1=  

iW   投资者 i在时期 0的财富 

ic   投资者 i在时期 0的财富 

ii cW −   投资者 i在时期 0的投资额 

s   第二期（即时期 1）的自然状态， Ss ,...,1=  

sπ   自然状态 s的发生概率。我们假设所有消费者具有相同的概率信念；这种情形称
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为同种期望

．．．．

（homogeneous expectations）。 

isC   投资者 i在第二期的状态 s下的消费 

iC
~

  投资者 i在第二期的消费（视为随机变量） 

注意，我们对消费有两种不同的看法：一是作为每种状态下一系列可能的消费( isC )；二是

作为随机变量 iC
~
，它以概率 sπ 取值 isC 。 

)
~

()( iiii CEucu δ+   投资者 i冯.诺依曼-摩根斯坦效用函数。注意，我们假设这个函数

在时间上满足加法可分离性（additively separable），而且注意这个函数含有折现因子δ 。 

ap   资产a的价格，其中 Aa ,...,1,0=  

iaX   投资者 i对资产a的购买量 

iax   投资者 i对资产 a的投资额占其投资总额的比重。如果我们用 iW 表示他对所有资

产的投资总额，则 iiaaia WXpx /= ，因此有 .1
0

=∑ =

A

a iax  

),...,( 0 iAi xx   投资者 i持有的投资组合。注意，投资组合是用每种资产投资额占投资总

额的比重表示的。 

asV   资产a在第二期的自然状态 s下的价值 

aV
~

  资产a在第二期的价值，视为随机变量 

asR  资产a在自然状态 s下的（总）收益率。根据定义， aasas pVR /= 。 

aR
~

  资产a的总收益率，视为随机变量。随机变量 aR
~
取值 asR

~
的概率为 sπ 。 

0R   无风险资产的总收益率 

)
~

,
~

cov( baab RR=σ   资产a总收益率和资产b总收益率之间的协方差。 

 

20.4 资本资产定价模型 

      我们大致按照资产市场模型出现的历史先后顺序对这些模型进行分析。因此，我们首

先分析这些模型的老前辈——著名的资本资产定价模型（Capital Asset Pricing Model, 

CAPM）。CAPM 首先界定了一种特别的效用函数，即财富随机分布的效用仅取决于概率分

布的前两个矩（moments）——均数和方差。 

这个函数只在一定条件下才与期望效用模型一致。例如，当所有的资产是正态分布的，

或者当期望效用函数是二次函数(quadratic)时。然而，在很多情形下，均值-方差模型可以大

致近似很多类型的效用函数。在使用均值-方差模型时，“风险厌恶”意味着消费者喜欢期望

消费的增加，而厌恶消费的方差的增加。 
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我们首先推导出预算约束。在其他几个模型中，你将看到它们的预算约束和 CAPM 的

预算约束类似。为简单起见，我们将用于表示哪个投资者的下标 i删去。第二期的消费为 








 +−=−= ∑∑
==

a

A

a
aa

A

a
a RxRxcWRxcWC

~
)(

~
)(

~

1
00

0

 

因为投资组合的权重之和必定等于 1，所以 ∑ =
−= A

a axx
10 1 ，我们可以将上述预算约束写

为 

.)
~

()(
~

0
1

0 






 −+−= ∑
=

RRxRcWC a

A

a
a                   （20.3） 

上式方括号内的项为投资组合的收益率投资组合的收益率投资组合的收益率投资组合的收益率

．．．．．．．．

（portfolio return）。给定关于均值-方差效用

函数的假设，无论投资水平如何，对于既定的期望价值，消费者都喜欢方差最小的投资组合。

也就是说，投资者愿意购买均衡均衡均衡均衡

．．

-
．

方差有效率的方差有效率的方差有效率的方差有效率的

．．．．．．

（mean-variance efficient）投资组合。至于

投资者实际选择哪个投资组合，要取决于他的效用函数；但是，无论他的效用函数是什么样

的，实际选择的投资组合必须做到：对于给定的期望收益水平使得方差最小。 

在继续介绍之前，我们先看看这个最小化问题的一阶条件。我们想在以下约束条件下

使得投资组合收益的方差最小：一是投资组合要能达到既定的期望收益R ；二是满足预算

约束 1
0

=∑ =

A

a ax 。这个最小化问题用式子表示为 

∑

∑

∑∑

=

=

= =

=

=

A

a
a

A

a
aa

abb

A

a

A

b
a

xx

x

RRxts

xx
A

0

0

0 0
,...,

.1

..

min
0

σ

 

在这个问题中，我们允许 ax 可为正也可为负。这比为这消费者可以长期或短期持有任何资

产，包括风险资产。 

令λ为第一个约束条件的拉格朗日乘子，µ 为第二个约束条件的拉格朗日乘子，一阶
条件的形式为 

02
0

=−−∑
=

µλσ a

A

b
abb Rx     其中 .,...,1,0 Aa =              （20.4） 

由于目标函数是凸的而且约束是线性的，二阶条件自动得以满足。 

使用这些一阶条件可以得到期望收益率模式的表达式。我们的推导方法比较优美但有

些拐弯抹角。令 ),...,( 1
e
A

e xx 表示某个投资组合，这个投资组合由均值-方差有效率的所有风

险资产组成。假设投资者可以购买到的其中一种风险资产（比如称为资产e），是持有该有
效率组合 )( e

ax 的某个“共同基金”。那么下列投资组合是均值-方差有效率的：投资 1元于资
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产 e但投资 0元于所有其他资产。这意味着这样的投资组合必定满足（20.4）的条件。 

注意，对于这个投资组合来说 ebxb ≠= ,0 ，我们看到第a个一阶条件变为 

.02 =−− µλσ aae R                        （20.5） 

0=a 和 ea = 是两种特殊情形： 

.02

00

=−−
=−−

µλσ
µλ

eee R

R
 

当 0=a 时， 0=aeσ ，这是因为资产 0 是没有风险的资产。当 ea = ， eeee σσ = ，因为某

个变量和其自身的协方差就是这个变量的方差。 

从这两个方程中解出λ和µ可得 

0

2
RRe

ee

−
= σλ  

        .
2

0

0
0 RR

R
R

e

ee

−
=−= σλµ  

将它们的值代入（20.5），整理可得 

).( 00 RRRR e
ee

ae
a −+=

σ
σ

                   （20.6） 

这个式子是说，任何资产（a）的期望收益率，等于无风险的利率（ 0R ）加上“风险溢价”

（ )( 0RRe
ee

ae −
σ
σ

），风险溢价取决于该资产的收益率与风险资产某个有效率投资组合收益

率的协方差。 

为了给这个式子增添经验性（empirical）内容，我们需要能够识别出某个特定的有效率

的投资组合。为了做此事，我们使用图形分析有效率投资组合的结构。在图 20.1 中，我们

画出了风险资产某个特定组合产生的期望收益率和标准差

．．．

（standard deviations）（一）。可以证

明， 

全部由风险资产组成的均值-标准差有效率投资组合的集合，必定具有图 20.1所示的双

曲线形状。但是需要指出，这种特殊形状并不是下列论断所必需的。 

我们想使用风险资产和无风险资产构建一个有效率的投资组合的集合。为了做此事，

画出一条经过无风险收益率 0R 的直线，并且要使得该直线恰好与双曲线接触，如图 20.1所

示。将这一接触点记为 ),( mmR σ 。这一点是某个投资组合m的期望收益率和标准差。我们

断言：该条直线上的每个点（期望收益率和标准差的每个组合），都可以通过对下列两种投

资组合取凸组合（convex combination）而得到：一是无风险的投资组合；二是投资组合m。 

                                                        
（一）

某随机变量的标准差就是它的方差的平方根。 
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例如，为了构建期望收益率为 2/)( 0RRm − 标准差为 2/mσ 的一个投资组合，我们只要

将我们的一半资金投资于资产组合m、一半资金投资于无风险资产即可。这表明了如何实
现 ),( mmR σ 左方的均值-标准差组合。为了产生 ),( mmR σ 右方的组合，我们必须按照利率 0R

借入资金并将其投资于资产组合m。 

 

 

图 20.1：风险收益率和标准差的组合。所有均值-方差有效率的投资组合都可以通过对收益

为 0R 和 mR 的资产（组合）取凸组合而得到。 

 

    从上面的论证过程可知，有效率投资组合的集合的结构的确非常简单：该集合仅通过两

个资产组合就可完全构造出，其中一个组合是无风险资产构成的组合，另一个是资产组合

m。 

在资产组合m中令投资于资产 a的资金比重为 m
ax ，当然我们必有 1

1
=∑ =

A

a

m
ax 。令 iW

表示个人 i投资于风险组合的资金额，令 iaX 表示个人 i投资于风险资产a的资金比重，令 ap

表示资产a的价格。由于每个投资者持有相同的风险资产组合，我们必有 

.,...,1 Ii
W

Xp
x

i

iaam
a ==  

将上式两侧同乘以 iW ，然后在 i上遍加（即将 I 个式子相加）可得 

.
1

1

∑
∑

=

== I

i i

I

i iaam
a

W

Xp
x  

上式的分子是资产a的总市场价值，分母是所有风险资产的总市场价值。因此， m
ax 表示的
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是投资于资产a的钱数占投资于所有风险资产钱数的比重。这个组合称为风险资产

．．．．

的市场

．．．

组合

．．

（market portfolio of risky assets）。这个组合可能观测的到——只要我们能衡量出持有

的风险资产的总市值。 

由于风险资产的市场组合是一种特别的均值-标准差有效率的投资组合，我们可以将

（20.6）式改写为 

).( 00 RRRR m
mm

am
a −+=

σ
σ

 

这是 CAPM 的基本结果。它向风险溢价注入了可验证的内容：风险溢价是资产 a与市场组
合的协方差 amσ 除以市场组合的方差 mmσ 然后再乘以市场组合的超额收益率 )( 0RRm − 。 

mmam σσ / 这一项可以视为 aR
~
对 mR

~
回归得到的理论回归系数。正是由于这个原因，这

一项通常简写为 aβ 。进行替换之后我们就得到了 CAPM的最终形式： 

).( 00 RRRR maa −+= β                    （20.7） 

CAPM是说为了确定任何资产的期望收益率，我们只要知道该资产的“贝塔值” β —
—它与市场组合的协方差。注意，资产收益率的方差和这个问题无关；要紧的不是该资产的

“自身风险”，而是该资产的收益率如何影响投资者的整个投资组合的风险。由于在 CAPM

模型中，每个投资者持有相同的风险资产组合，关键的风险是某种资产如何影响市场组合的

风险。 

CAPM 的迷人之处在于它涉及的因素似乎可以进行经验验证：风险资产的市场组合的

期望收益率；某种特定资产收益率和市场组合收益率的回归系数。然而，你必须记住相关的

理论构建是基于所有风险资产构成的投资组合基础之上的；这一点可能不容易观测到。 

 

20.5 套利定价理论 

CAPM从对消费者的偏好界定开始；而套利定价理论（Arbitrage Pricing Theory, APT）

则从对资产收益产生过程的说明开始。在这个意义上，CAPM是个需求方模型，而 APT是

个供给方模型。 

人们发现绝大多数资产的价格是一起运动的；也就是说资产价格之间存在较高程度的

协方差。自然可以想到，可以将资产的收益率写成某些共同因素和某些与具体资产有关的特

定风险的函数。例如，如果只有两个共同因素，我们可以写为 

.,...,1.~~~~
22110 AafbfbbR aaaaa =+++= ε  

在上式中，我们将 )
~

,
~

( 21 ff 想象为“宏观经济方面的因素”，它们是影响所有资产收益的宏观

经济因素。每种资产a对于因素 i有个特别的“敏感度” iab 。资产-特定风险（asset-specific 

risk），根据定义，是独立于宏观经济因素 1

~
f 和 2

~
f 的。 
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由于存在常数项 ab0 ，可以假设因素 if
~
（其中 2,1=i ）和资产-特定风险 aε~ （其中

Aa ,...,1= ）的期望值为零。（如果期望值不为零，将其并入 ab0 即可。）我们还假设 0
~~

21 =ffE ,

也就是说这两个因素是真正互相独立独立独立独立

．．

的因素。 

我们首先分析不存在资产-特定风险的 APT，这是 APT的特殊情形。我们从只有一种风

险因素的情形开始分析，因此 

.,...,0
~~

110 AafbbR aaa =+=  

象以前一样，我们想将资产的期望收益以风险溢价进行表达。根据APT的构造可知 aa bR 0= ，

因此我们只要分析 ab0 的行为即可，其中 .,...,1 Aa =  

假设我们构造出某个投资组合，这个投资组合由资产 a和资产b组成，我们持有资产 a

和b的比例分别为 x和 x−1 。该投资组合的收益率为 

.
~

])1([])1([
~

)1(
~

11100 fbxxbbxxbRxRx bababa −++−+=−+  

我们选择

*x 使得上式右侧第二个方括号内的项等于零。这意味着 

.
11

1*

ab

b

bb

b
x

−
=                           （20.8） 

注意此处必须假设 ab bb 11 ≠ ，即资产 a和b的敏感系数是不同的。 

因为这种方法构造的是无风险组合，所以它的收益率必定等于无风险的收益率，这意

味着 

00
*

0
* )1( Rbxbx ba =−+ ， 

或 

.)( 0000
*

bba bRbbx −=−  

将上式代入（20.8），整理可得 

ab

ab

b

b

bb

bb

b

Rb

11

00

1

00

−
−=−

                       （20.9） 

在上式中交换a和b的角色可得 

aa

ba

a

a

bb

bb

b

Rb

11

00

1

00

−
−=−

                       （20.10） 

可以看到（20.9）和（20.10）的右侧是相同的。由于这适用于所有资产a和b，可知对于某
个常数 1λ 和所有资产a，有 

1
1

00 λ=−

a

a

b

Rb
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使用 aa bR 0= 这个事实，将上式变形可得到单因素 APT的最终形式 

.110 λaa bRR +=                        （20.11） 

（20.11）是说任何资产a的期望收益率等于无风险收益率 0R 加上风险溢价 11 λab ，其中

风险溢价等于资产a对共同风险因素的敏感程度 ab1 乘以一个常数 1λ 。常数 1λ 可以解释为某

投资组合的风险溢价，这个投资组合对于因素 1代表的风险的敏感度为 1。 

 

两个因素 

现在我们考虑一个两因素模型： 

.
~~~

22110 fbfbbR aaaa ++=  

现在我们构建一个投资组合 ),,( cba xxx ，它有三种资产：a、b和c，它们满足下列方程组： 

.1

0

0

222

111

=++
=++

=++

cba

ccbbaa

ccbbaa

xxx

bxbxbx

bxbxbx

 

第一个方程是说该投资组合消除了因素 1导致的风险，第二个方程的意思类似，第三个式子

是说资产份额之和等于 1，即我们真正有一个投资组合。 

由上面的分析可知，这个投资组合的风险为零。因此，它的收益率等于无风险的收益

率，所以 0000 Rbxbxbx ccbbaa =++ 。将这些条件写为矩阵形式可得 

















=






























 −−−

0

0

0

222

111

000000

c

b

a

cba

cba

cba

x

x

x

bbb

bbb

RbRbRb

 

向量 ),,( cba xxx 的分量不能全部是 0，这是因为 1=++ cba xxx 。由此可知上式左侧矩阵必

定是奇异的。如果最后两行不是共线性的（collinear），事实上我们假设它们不是，那么第一

行必定是最后两行的线性组合。也就是说，第一行的每个项是后面两行相应项的线性组合。

这意味着 

.,...,122110 AabbRR aaa =+=− λλ             （20.12） 

这些λ的解释方法和前面相同，以 2λ 为例：它是投资组合的超额收益率，这个投资组
合对因素 2的的风险敏感程度为 1。两因素模型是单因素模型的自然推广：资产 a的超额收

益率取决于它对这两个风险因素的敏感程度。 
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资产-特定风险 

我们已经看到如果风险因素的数量相对资产种类数量较小，并且如果不存在资产-特定

风险，那么可以构建出无风险的投资组合。这些无风险的投资组合的收益率必定等于无风险

的收益率，这实际上对期望收益率集合构成了某些约束。 

但是，使用风险资产构造这些无风险投资组合的前提条件是所有所有所有所有

．．

风险都是由宏观经济因

素引起的。如果除了宏观经济风险之外还存在着资产-特定风险，结果又将如何？ 

根据定义，资产-特定风险不仅独立于宏观经济风险因素，而且互相之间也是独立的。

大数法则意味着持有高度分散投资组合的风险中，资产-特定风险非常小。这个结论是说我

们可以忽略资产-特定风险，而且期望收益率和风险因素的线性关系仍然成立，至少近似是

线性的。感兴趣的读者如果想了解细节，可参考本章结尾列出的参考文献。 

 

20.6 期望效用 

下面我们考虑一个基于跨期期望效用最大化的资产定价模型。考虑下列两期问题： 

.)
~

()(max
1

00
,...,, 1 


























 −+−+ ∑
=

A

a
aa

xxc
RRxRcWuEcu

A

α  

注意，在上式中，为简化符号，我们省略掉了投资者 i的下标。 

这个最大化问题要求我们确定第一期的储蓄额 cW − 和投资组合方案 ),...,( 1 Axx ，以使

得折现期望效用最大化。 

令 ))
~

((
~

010 RRxRR a

A

a a −+= ∑ =
为投资组合的收益率，令 RcWC

~
)(

~ −= ，我们可以将

这个问题的一阶条件写为 

.,...,1)
~

)(
~

(0

~
)

~
()(

0 AaRRCuE

RCuEcu

a =−′=

′=′ α
 

第一个条件是说，第一期消费的边际效用应该等于第二期消费的折现期望效用。第二组条件

是说，投资组合从安全资产移动至资产a的期望边际效用必定等于零，其中 .,...,1 Aa =  

我们重点关注第二组条件，看看它们对于资产定价的含义。使用协方差恒等式（详见

26章），我们可以将这些条件写为 

.,...,10))(
~

()
~

),
~

(cov()
~

)(
~

( 00 AaRRCuERCuRRCuE aaa ==−′+′=−′  

整理可得 

)).
~

(,
~

cov(
)

~
(

1
0 CuR

CuE
RR aa ′

′
−=               （20.13） 
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这个式子让我们想起 CAPM 中的资产定价形式即（20.7）式，但有一些区别。现在风险溢

价取决于某资产收益率 aR
~
与边际效用的协方差，而不是取决于它与风险资产市场组合的协

方差。 

如果某种资产和消费正相关，那么它与消费的边际效用是负相关的，这是由于 0<′′u 。

这意味着它的风险溢价是正的——为了让投资者持有它必须提供较高的期望收益率。而于消

费负相关的资产的情形正好相反。 

事实上，这个式子只对于单个投资者 i成立。然而，在某些条件下，这个条件是可以加

总的。例如，假设所有资产是正态分布的。那么消费也将是正态分布的，这样我们可以运用

Rubinstein（1976）发现的定理 

).
~

,
~

cov()
~

()
~

),
~

(cov( aa RCCuERCu ′′=′  

对（20.13）应用该定理，为区分投资者再加入下标，我们有 

).
~

,
~

cov(
)

~
(

)
~

(
0 ai

i

i
a RC

CuE

CuE
RR

′
′′

+=                  （20.14） 

上式右侧中与协方差相乘的项（ )
~

(/)
~

( ii CuECuE ′′′ ），有时称为个人 i的总体总体总体总体
．．

风险厌恶程度

（global risk aversion）。我们将其记为 ir 。将（20.14）变形可得 

).
~

,
~

cov()(
1

0 aia
i

RCRR
r

=−  

将上式对投资者 Ii ,...,1= 加总，并使用 ∑ =
= I

i iCC
1

~~
表示总消费，可得 

).
~

,
~

cov(
1

)(
1

0 a

I

i i
a RC

r
RR =− ∑

=

 

上式也可以写为 

).
~

,
~

cov(
1

1

1
0 a

I

i i
a RC

r
RR

−

=








+= ∑               （20.15） 

现在风险溢价取决于总消费和资产收益率之间的协方差，它与该协方差成比例。这个比例因

子

1

1

1
−

=








∑

I

i ir
衡量了风险厌恶程度的大小。 

我们也可以使用某特定资产的超额收益率推导出这个比例因子。假设某种资产c和总消
费完美相关（这种资产本身可以为其他资产的组合。）那么该资产的收益率 cR 必定满足

（20.15）式： 

)
~

var(
1

)
~

,
~

cov(
1

1

1
0

1

1
0 C

r
RRC

r
RR

I

i i
a

I

i i
c

−

=

−

=








+=








+= ∑∑  
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从这个式子可以解除平均风险厌恶程度 

.
1 0

1

1 cc

c
I

i i

RR

r σ
−=








−

=
∑  

这样我们可以把资产定价公式（20.15）改写为 

).
~

,
~

cov(0 a
cc

ca
a RCRR

σ
σ+=                     （20.16） 

上式右侧中的协方差比值有时称为某资产（这里为资产 a）的消费贝塔值

．．．．．

（consumption 

beta）。它是资产a的收益率与资产c的收益率的理论回归系数，其中资产c与总消费完美相

关。在 CAPM 模型中，我们对于“市场贝塔值”的解释与这里的消费贝塔值的解释是相同

的。事实上，（20.16）和（20.17）是如此相似，以至于读者可能怀疑这二者之间是否真正存

在着区别。 

在两期模型中，它们不存在着区别。如果只有两期，那么第二期的总财富（也就是市

场组合）等于总消费。然而，在多期模型中，财富可能不等于消费。 

虽然我们使用两期情形推导出了（20.16）这个公式，实际上它适用于多期情形。为了

看清这一点，考虑下面的实验。在时期 t，如果从无风险资产那儿移出一元到风险资产a，

那么在时期 1+t ，你的消费的变化量等于 )
~

( 0RRx aa − 。如果你有最优消费方案，这种移动

的期望效用必定为零。但是这个条件和收益率分布的正态性是我们推导出（20.16）的全部

前提条件！ 

 

例子：期望效用和 APT 

由于 APT对收益率的特征施加了限制，而期望效用模型只对偏好施加了限制，我们可

以结合这两个模型的结果，对因素-特定风险（factor-specific risks）进行解释。 

为方便参考，我们将（20.13）式列在此处作为（20.17）式 

)).
~

(,
~

cov(
)

~
(

1
0 CuR

CuE
RR aa ′

′
−=                 （20.17） 

两因素 APT模型规定 

.
~~~

22110 fbfbbR aaaa ++=  

将上式代入（20.17）可得 

[ ].)
~

),
~

(cov()
~

),
~

(cov(
)

~
(

1
22110 fCubfCub

CuE
RR aaa ′+′

′
−=  

将这个式子与（20.12）比较，我们看到 1λ 和 2λ 同下列因素成比例：消费的边际效用与相应
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风险因素的协方差。 

 

20.7 完全市场（complete market） 

我们现在考虑资产定价的另外一个模型。假设有 S种不同的自然状态，而且对于每种

状态 s都相应存在着一种资产，该资产当状态 s发生时支付 1元，如果 s不发生则支付 0元。

这样的资产称为阿罗-德布鲁证券。令 sp 表示阿罗-德布鲁证券的均衡价格。 

现在考虑状态 s下的价值为 asV 的任意一种资产。这样的资产在时期 0的价值是多大？

考虑下面的推理：构造一个持有 asV 单位的阿罗-德布鲁证券 s的投资组合。由于阿罗-德布鲁

证券 s在状态 s下的价值为 1 元，这个投资组合的价值在状态 s下的价值将为 asV 。因此，

该投资组合的收益模式和资产a的收益模式是相同的。从套利方面考虑，资产a的价值必定

和这个投资组合的价值是相同的。因此， 

.
1
∑

=

=
S

s
assa Vpp  

这个论证表明任何资产的价值都可以通过阿罗-德布鲁证券的价值确定。 

令 sπ 表示状态 s的发生概率，我们可以将上式写为 

,
~

~
~

1
a

S

s
sas

s

s
a V

p
EV

p
p

π
π

π
==∑

=

 

其中E为期望算子。上式是说资产a的价值是资产a的价值与随机变量（ π~/~p ）乘积的期

望值。使用协方差恒等式（详见第 26章），我们可以将上式写为 

.
~

~
~

)
~

,~
~

cov( aaa V
p

EV
p

p
ππ

+=                   （20.18） 

根据定义 

.~
~

11
∑∑

==

==
S

s
s

S

s
s

s

s p
pp

E π
ππ

 

因此， )~/~( πpE 是下一期支付 1元的那种投资组合的价值。令 0R 表示这种投资组合的无风

险收益率，我们有 

.
1

~
~

0R

p
E =

π
 

将上式代入（20.18）并稍加整理可得 

).
~

,~
~

cov(
0

a
a

a V
p

R

V
p

π
+=                    （20.19） 

因此资产a的价值必定等于它的折现期望价值加上风险溢价。 
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所有这些只是操作上的定义；现在我们增加一个行为假设。如果个人 i购买 isc 单位阿

罗-德布鲁证券 s，那么他必定满足一阶条件 

.
)(

)(

s

s

i

isi

sisis

pcu

pcu

πλ

λπ

=
′

=′
 

由此可知， ssp π/ 必定和投资者 i的消费边际效用成比例。这个式子的左侧是消费的严格递

减函数，这是因为风险厌恶。令 if 表示 iiu λ/′ 的反函数；这也是一个递减函数。于是我们可

以写为 

)./( ssiis pfc π=  

对 i加总，并使用 sC 表示状态 s下的总消费，可得 

.)/(
1
∑

=

=
I

i
ssis pfC π  

由于每个 if 都是递减函数，上式右侧也是递减函数。因此，它有反函数F ，所以我们可以

写为 

),( s
s

s CF
p =
π

 

其中 )( sCF 是总消费的递减函数。 

将上式代入（20.19）可得 

).
~

),
~

(cov(
0

a
a

a VCF
R

V
p +=                    （20.20） 

因此，资产a的价值等于期望价值的折现加上风险溢价，风险溢价取决于资产价值和总消费

的递减函数的协方差。如果资产和总消费正相关，则需要对它的折现期望价值进行负的调整，

反之则反是，这一点和其他模型是相同的。 

 

20.8 纯套利 

我们最后考虑的资产定价模型，与上述几种模型相比，假设条件最少：只要求不存在

纯套利（pure arbitrage）机会即可。 

将一组资产排列成 SA× 矩阵，矩阵元素 saV 衡量资产 a在状态 s下的价值。将这个矩

阵记为V 。令 ),...,( 1 AXXX = 表示持有资产 A的模式。于是这个投资模式在第二期的价值

将是一个 S -向量，它由矩阵乘积VX 得到。 

假设 X 在每种自然状态下的收益都是非负的： 0≥VX 。那么假设这个投资模式的价值

为非负似乎是合理的： 0≥pX 。否则就存在着明显的套利机会。我们将这个条件表达为如
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下原理： 

无套利原理。若 0≥VX ，则 0≥pX 。 

这再本质上是要求“不存在免费的午餐。”可以证明，无套利原理意味着存在着一组“状

态价格” 0≥sρ （其中 Ss ,...,1= ）使得任何资产a的价值 

.
1
∑

=

=
S

s
assa Vp ρ                           （20.21） 

由于这个结论的证明不是我们的兴趣所在，所以证明过程在附录部分给出。在这里我们

将分析这个条件对于资产定价的意义。 

我们知道 sπ 衡量的是自然状态 s的发生概率，我们可以将（20.21）写为 

.
1
∑

=

=
S

s
sas

s

s
a Vp π

π
ρ

 

上式右侧是两个随机变量乘积的期望。令Z
~
表示取值为 ss πρ / 的随机变量，令 aV

~
表示取值

为 asV 的随机变量。 

于是，应用协方差恒等式可得 

.)
~

,
~

cov(
~~

aaaa VZVZVZEp +==  

根据定义 

∑∑
==

==
S

s
ss

S

s s

sZ
11

.ρπ
π
ρ

 

上式右侧是每种状态都支付 1元的这种证券的价值，也就是说，它是个无风险的债券。根据

定义可知，这个价值为 0/1 R 。 

进行替换并整理后，我们有 

).
~

,
~

cov(00 aaa VZRRpV −=  

将上式两侧同除以 ap 可将其转化为资产收益率的表达式 

).
~

,
~

cov(00 aa RZRRR −=  

从这个式子，我们看到在非常一般的条件下，每种资产的风险溢价取决于资产收益和单个随

机变量的协方差——这个随机变量对于所有资产都是相同的。 

    在我们已经考察的不同模型中，Zɶ 的表达式都是不同的。在资本资产定价模型（CAPM）

中， Zɶ 是风险资产投资组合的收益。在消费-贝塔模型中， Zɶ 是消费的边际效用。在阿罗-

德布鲁模型中，Zɶ 是特殊形式的总消费函数。 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 348 

 

附录 

我们想证明：教材中的无套利原理意味着存在着非负状态的价格 1( ,..., )Sρ ρ 。为了解决

这个问题，我们考虑下列线性规划问题： 

min

s.t. 0≥
px

vx
 

这个线性规划问题要求我们找到满足非负报酬条件的最便宜的投资组合。当然 =x 0是这个

问题的可行选择，而且无套利原理意味着它的确能使得目标函数最小化。因此，线性规划问

题有确切解。 

这个线性规划的对偶问题为 

min

s.t. ρ =
op

v p
 

其中 ρ 是 S维的对偶变量非负向量。由于原问题有确切可行解，因此对偶问题也有确切解。

因此，无套利条件意味着必定存在能满足 ρ=p v的 S维向量。 

 

注释 

我们对资本资产定价模型（CAPM）的处理参照了 Ross（1977）。套利定价模型（APT）

归功于 Ross（1976）；我们对 APT的处理方法参照了 Ingersoll（1987）。阿罗-德布鲁模型的

资产定价公式参照了 Rubinstein（1976）。纯套利的分析参照了 Ross（1978），但我们使用了

Ingersoll（1987）的证明。 

 

习题 

20.1在期望效用最优投资组合的一阶条件为：对于所有资产a，都有 0( )( ) 0aEu C R R′ − =ɶ ɶ
。

证明，这个条件也可以写为：对于任何资产a和b， ( )( ) 0a bEu C R R′ − =ɶ ɶ ɶ
。 

20.2将（20.2）式表达为资产a报酬率的函数。 
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21均衡分析 
 

在这一章我们讨论一些一般均衡议题，这些议题放在其他章节都不太合适。我们第一个

主题是关于核（核是帕累托集的推广）以及核与瓦尔拉斯均衡的关系。接下来我们简要讨论

凸性和经济体大小之间的关系。然后，我们分析在什么样的条件下，瓦尔拉斯均衡是唯一的。

最后讨论一般均衡的稳定性。 

 

21.1交换经济的核 

我们已经看到瓦尔拉斯均衡通常存在而且一般是帕累托有效率的。但是竞争市场体系

只是配置资源的一种方法。如果我们使用其它社会制度帮助交易达成，情形又会如何？结果

会不会“非常接近”瓦尔拉斯均衡？ 

为了分析这个问题，我们考虑一个“市场博弈”，其中每个消费者 i 在交易前的初始禀

赋为 iω 。假设消费者不使用价格机制，而是在市场里东走西逛、进行试探性的交易。当所

有消费者找到最好的约定时，开始交易。 

介绍到现在我们还基本没涉及到这个博弈的结构。我们不打算给出计算均衡的必要细

节，而是问一个一般性的问题。这个博弈的“合理”结果是什么样的？下列一组定义对于回

答这个问题有帮助。 

某个配置的改进。一组人一组人一组人一组人 S 在某个给定的配置在某个给定的配置在某个给定的配置在某个给定的配置 x 上存在着改进余地上存在着改进余地上存在着改进余地上存在着改进余地，，，，如果存在另外如果存在另外如果存在另外如果存在另外

一个配置一个配置一个配置一个配置 x′使得使得使得使得 

∑∑
∈∈

=′
Si

i
Si

ix ω ，，，，并且并且并且并且 

iii xx ≻′ 对于所有对于所有对于所有对于所有 Si ∈ 成立成立成立成立。。。。 

    如果能改进某个配置 x ，那么就存在着一小伙人，他们不需要进行市场交易就能使得他

们的状况变得更好；他们只需要在他们彼此之间进行交易就可以了。比如，一伙消费者建立

合作性的商店以和高价格的杂货店对抗。任何配置如果存在着改进的余地，那么这个配置似

乎不应该是均衡——某些小团伙总是有动机从经济体分离出来。 

经济的核（core of an economy）。某个可行配置某个可行配置某个可行配置某个可行配置 x 在经济的核之中在经济的核之中在经济的核之中在经济的核之中，，，，如果如果如果如果不能通过任不能通过任不能通过任不能通过任

何联盟何联盟何联盟何联盟（（（（coalition））））对它进行改进对它进行改进对它进行改进对它进行改进。。。。 

    注意，如果配置 x 在核中，那么 x 必定是帕累托有效率的。因为如果 x 不是帕累托有效

率的，那么由全体当事人组成的最大联盟的状况在 x 上存在着改进的余地。在这种意义上，

核是帕累托集这个概念的推广。如果某个配置在核中，每个小团伙都从交易中得到好处——

没有哪个小团伙有动机偏离这个配置。 
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核这种思想的缺陷在于它对当事人的信息要求很高——分散于各个联盟的人为了形成

新的联盟，必须能找到志同道合的人。而且，它还假设形成联盟是没有成本的，即使组成联

盟只能实现非常小的利益，他们也会组建联盟。 

借助埃奇沃思盒，我们可以对核进行图形分析。我们以两人两种商品的情形为例。见

图 21.1。在这种情形下，核是帕累托集的子集，在核中每个当事人的状况比进行交易要好。 

经济的核一般是非空的吗？如果我们进一步作出假设保证市场均衡的存在，那么它一

般是非空的，这是因为市场均衡总是包含于核之中。 

 

图 21.1：埃奇沃思盒中的核。在埃奇沃思盒中，核就是通过初始禀赋的两条无差异曲线之间

的帕累托集的子集。 

核中的瓦尔拉斯均衡。如果如果如果如果 ),( * px 是是是是由初始禀赋由初始禀赋由初始禀赋由初始禀赋 iω 出发达到的出发达到的出发达到的出发达到的一个瓦尔拉斯均衡一个瓦尔拉斯均衡一个瓦尔拉斯均衡一个瓦尔拉斯均衡，，，，

那么那么那么那么

*x 在核之中在核之中在核之中在核之中。 

证明。假设

*x 不在核之中；那么将存在某个联盟 S 以及某个可行集 x′，使得 S 中的每

个人 i 都严格偏好 ix′胜于

*
ix ，而且 

∑∑
∈∈

=′
Si

i
Si

ix ω . 

但是，瓦尔拉斯均衡的定义意味着 

  ii pxp ω>′    对于 S 中的所有 i 成立 

∑∑
∈∈

>′
Si

i
Si

i pxp ω  

这和第一个式子矛盾。                                                       ■ 

从埃奇沃思盒可以看出，核之中除了市场均衡点之外还存在着其他点。然而，如果我们

允许我们的两人经济壮大，即变成多人经济，那么可能的联盟会更多，因此任何既定配置的
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改进机会更多。所以，你可能怀疑，随着经济增长，核可能会收缩。表达这种思想遇到的困

难是，核是配置空间的子集，因此核会随着经济增长而改变维度。所以我们只分析特别简单

的增长类型。 

当两个人的偏好和禀赋都相同时，我们说两个人是相同类型

．．

的。我们说一个经济体是

另一个经济体的复制

．．

品

．

（replica），如果前者中每类人的数量是后者的 r 倍。这意味着如果

一个大经济体从小经济体复制，那么它是小经济的“放大”版本。为简单起见，我们仅限于

分析两类人，A 类和 B 类。考虑一个固定两人的经济体，该经济体的
r
核

．

（r-core）是指原

来经济第 r 次复制后得到经济体的核。 

可以证明在任何核配置中，所有相同类型的人得到的商品束必定是相同的。这个结果

有助于进一步简化分析。 

核中的公平待遇（Equal treatment in the core）。假设人们的偏好是严格凸假设人们的偏好是严格凸假设人们的偏好是严格凸假设人们的偏好是严格凸、、、、强单调且强单调且强单调且强单调且

连续的连续的连续的连续的。。。。如果如果如果如果 x 是某给定经济体的是某给定经济体的是某给定经济体的是某给定经济体的 r 核核核核，，，，那么相同类型的任何两个人必定得到相同的商品束那么相同类型的任何两个人必定得到相同的商品束那么相同类型的任何两个人必定得到相同的商品束那么相同类型的任何两个人必定得到相同的商品束。 

证明。令 x 为核中的配置，令 r2 个人分别用 rAA ,...,1 和 rBB ,...,1 表示。如果相同类型的所

有人得不到相同的商品束，那么每种类型中都有一人的待遇最悲惨。我们将这两个人称为“A

类弱者（underdog）”和“B 类弱者”。如果 A 类弱者或 B 类弱者不止一人，则任选一人即

可。 

令 ∑ =
= 1

1

1
j AA j

x
r

x 和 ∑ =
= 1

1

1
j BB j

x
r

x 分别为 A 类人和 B 类人的平均商品束。由于配

置 x 是可行的， 

.
11

1111 1

1

1

1

1

1

1

1

BABA

j Bj Aj Bj A

r
r

r
r

rr
x

r
x

r jjjj

ωωωω

ωω

+=+=

+=+ ∑∑∑∑ ====
 

由此可知， 

BABA xx ωω +=+  

因此 ),( BA xx 对于 A 类弱者和 B 类弱者这两个人组成的联合是可行的，也就是说经济体完

全可以做到让这两个人得到他所属类型的平均数。我们假设至少至少至少至少

．．

有一种类型的两个人，比如

A 类型中的两个人得到的商品束是不同的。因此，A 类弱者必定严格偏好 Ax 胜于他实际得

到的商品束，理由在于偏好是严格凸的（因为 Ax 是至少和 Ax 一样好的商品束的加权平局商

品束）。B 类弱者认为 Bx 至少和他实际得到的商品束一样好。强单调性和连续性允许 A 稍微

从 Ax 拿出一些贿赂 B 类弱者，这样就形成了可以改进配置的一个联盟。             ■ 

由于核中的任何配置必定给相同类型的每个人分配相同的商品束，我们可以使用埃奇

沃思盒分析两人经济，因为大型经济都是从两人经济复制出的。我们不再将核中的点 x 看成

A 得到多少和 B 得到多少，而是看成 A 类人中的每个人每个人每个人每个人

．．．

得到多少和 B 类人中的每个人得到
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多少。上面的引理告诉我们 r 核中的所有点都可以用这种方式表示。 

下面的命题表明任何配置若不是市场均衡配置，则必然最终不会存在于经济体的 r 核

中。这意味着大经济体的核配置类似瓦尔拉斯均衡。 

缩小的核（Shrinking core）。假设偏好是严格凸假设偏好是严格凸假设偏好是严格凸假设偏好是严格凸、、、、强单调而且从初始禀赋强单调而且从初始禀赋强单调而且从初始禀赋强单调而且从初始禀赋ω 开始只能开始只能开始只能开始只能

得到一个得到一个得到一个得到一个唯一的市场均衡唯一的市场均衡唯一的市场均衡唯一的市场均衡

*x 。。。。于是如果于是如果于是如果于是如果 y 不是市场均衡不是市场均衡不是市场均衡不是市场均衡，，，，那么存在某个复制经济体那么存在某个复制经济体那么存在某个复制经济体那么存在某个复制经济体 r 使得使得使得使得 y

不在不在不在不在 r 核之中核之中核之中核之中。 

证明。参考图 21.2。我们想证明象 y 这样的点最终都可以得到改进。由于 y 不是瓦尔拉斯

均衡，连接 y 点和ω 点的线段必然与至少一个人经过点 y 的无差异曲线相交。因此，可以

选择另外一个点比如 g 点使得其中一人比如 A 的效用比 y 点更高。具体情形有好几种，这

取决于 g 点的位置；然而，无论哪种情形，论证过程在本质上是相同的，因此我们只分析我

们画出的这种情形。 

 

图图图图 22.2：：：：缩小缩小缩小缩小的核的核的核的核。随着经济不停复制扩大，象 y 这样的点最终不可能位于核之中。 

由于 g 在连接 y 点和ω 点的线段上，我们可以将其表示为 

AA yg )1( θθω −+=    其中 0>θ  

由于偏好是连续的，我们也可以假设 VT /=θ ，其中T 和V 都是正整数。因此 

.)1( AA y
V

T

V

T
g −+= ω  

假设经济体已经复制了V 次。然后，我们构造一个联盟，这个联盟由V 个 A 类型的消

费者和 )( TV − 个 B 类型的消费者组成。考虑配置 z ，这个配置分配给 A 类消费者的商品

束为 Ag 、分配给 B 类消费者的为 By 。与 y 相比，联盟中的所有消费者更偏好 z （为了得

到严格偏好，我们可以从 A 类消费者中拿走一部分商品束给与 B 类消费者）。我们要证明这

个配置是可行的。从下列计算可看清这一点： 
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.)(

)(

])[(

])[(

)()(

)()1()(

BA

BAAA

BAA

BAA

BAA

BAABA

TVV

TVTVT

TVT

yyTVT

yTVyTVT

yTVy
V

T

V

T
VyTVVg

ωω
ωωωω

ωωω
ω
ω

ω

−+=
−+−+=

+−+=
+−+=
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这正好是我们构造的联盟的禀赋，因为这个联盟由V 个 A 类人和 )( TV − 个 B 类人组成。

因此，这个联盟可以改进 y ，命题得证。                                        ■ 

这个命题中的很多限制性假设是可以放松的。特别地，我们可以容易地去掉强单调性和

唯一市场均衡的假设。凸性似乎对这个命题至关重要，但是和存在性定理一样，这个解释对

大的经济体不是必需的。当然，我们也可以允许当事人的类型超过两类。 

在研究瓦尔拉斯均衡时，我们已发现市场机制可导致良好定义的均衡。在帕累托有效率

配置中，我们发现几乎所有帕累托有效率配置可以通过对禀赋的合理再分配以及价格机制实

现，在一般纯交换经济的研究中，价格以第三种角色出现：大型经济体的核中的配置是市场

均衡配置。缩小的核这个定理表明瓦尔拉斯均衡是稳健的：即使非常弱的均衡概念，例如核，

对于大型经济体来说，也接近于瓦尔拉斯均衡。 

 

21.2凸性和经济体的大小 

 

 

图图图图 21.3：：：：非凸偏好情形下不存在均衡非凸偏好情形下不存在均衡非凸偏好情形下不存在均衡非凸偏好情形下不存在均衡。在 A 图的埃奇沃思盒中，消费者的偏好是非凸的。B

图画出的是相应的总需求曲线，它是不连续的。 

偏好的凸性假设在几个均衡模型中都出现过。通常，假设偏好为凸的目的是保证需求函

数是良好定义的——即在每个价格水平下只有唯一一个需求束，而且保证需求函数是连续的
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——价格的微小变化只会导致需求的微小变化。凸性假设似乎是均衡配置存在的必要条件，

因为我们容易构造出实例说明非凸会导致需求不连续，因此导致均衡价格不存在。 

例如考虑图 21.3中的埃奇沃思盒。此处消费者 A 的偏好是非凸的而 B 的偏好是凸的。

在价格为

*p 时，有两个点使得效用最大；但是在这两个点上，供给都不等于需求。 

    然而，也许均衡并不象本例那样难以达到。下面我们考虑一个具体的例子。假设商品的

供给位于价格为

*p 时的两个需求量的中点，如图 21.3B所示。现在考虑如果经济体复制一

次情形将会怎样。在这种情形下，A 类和 B 类消费者各有两个人。于是在价格为

*p 时，一

个 A 类消费者的需求为

*
Ax ，另外一个 A 类消费者的需求为 Ax′ 。在这种情形下，总需求的

确等于总供给。这个复制扩大后的经济体存在着瓦尔拉斯均衡。 

不难看出无论供给曲线的位置在什么地方，我们都可以进行类似地构造：如果供给位

于

*
Ax 和 Ax′ 之间距离的 2/3 处，我们可以将原来的经济体复制三次，以此类推。只要将经济

体复制足够的次数，我们就能使纵需求任意接近总供给。 

这个论证表明，在大型经济体中，非凸性的规模相对于市场规模比较小，因此通常存在

着某个价格向量使得需求接近于供给。对于大型经济体来说，小的非凸性不会造成严重的问

题。 

这个结论和我们讨论竞争企业行为时的复制观点密切相关。考虑具有固定成本和 U 形

平均成本函数的经典企业模型。单个企业的供给函数一般是不连续的，但如果市场规模足够

大，这些不连续性是微不足道的。 

 

21.3均衡的唯一性 
    在一般均衡的存在性那一节，我们已经知道，在适当条件下，存在使得所有市场都同时

出清的价格向量，即存在

*p 使得 0)( * ≤pz 。我们本节关注的是唯一性问题：什么样的条件

下使得所有市场出清的价格向量是唯一的？ 

我们对免费物品不怎么感兴趣，因此我们通过合意性（desirability）假设将这类物品排

除在外：假设当某物品的相对价格为零时，该商品的超额需求是严格正的。这个假设的经济

学意义是，当某物品的价格接近于零时，每个人的需求量都很大，这一点似乎非常合理。在

这种情形下，结果非常明显：在任何均衡价格向量中每种商品的价格必须为严格正。 

和以前一样，我们假设 z 是连续的，但是现在我们需要进一步加强这个假设——假设 z
是连续可微的。理由比较明显。如果无差异曲线存在着拐折（kinks），那么存在一系列价格

能使市场均衡。在这种情形下，均衡不仅不是唯一的，甚至不是局部局部局部局部

．．

唯一的。 

在这些假设下，我们遇到一个纯粹数学上的问题：给定从价格单纯形到

kR 的一个平滑

映射 z ，何时存在一个唯一的点，它的映射值为零？不要奢望它在一般情形下都成立，因为

我们可以构造一个简单的反例，即使在两维情形下它也不成立。因此，我们希望能够找到保

证唯一性的对超额需求函数的需求条件。然后我们分析这些限制是强限制还是弱限制，它们

的经济意义是什么，等等。 

此处我们考虑 z 的两个限制条件，这两个条件分别都能保证前面提到的唯一性。第一种
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情形是总替代，我们对该情形感兴趣的原因在于，它有明显的经济意义而且唯一性的证明简

单直接。第二种情形是指数分析，我们对它感兴趣是因为它具有一般性。实际上，所有其他

的唯一性都是这种情形的特例。不幸的是，这种情形的证明需要使用比较高深的微分拓扑学

中的定理。 

 

总替代 

大致来说，两种商品是总替代的（gross substitutes），如果一种商品价格上升导致另外

一种商品需求增加。在初级经济学课程中，这样的情形通常定义为替代。在高级经济学课程

中，有必要区分净替代和总替代。净替代是指当一种商品价格上升时，另外一种商品的希克

斯需求增加；而总替代则是将净替代定义中的“希克斯需求”替换为“马歇尔需求”。 

    总替代。两种商品两种商品两种商品两种商品 i 和和和和 j 在价格向量为在价格向量为在价格向量为在价格向量为 p 时是总替代的时是总替代的时是总替代的时是总替代的，，，，若若若若 0
)(

>
∂

∂

i

j

p

pz
，，，，其中其中其中其中 ji ≠ 。 

    这个定义是说，如果一种商品 i 的价格上升导致另外一种商品 j 的超额需求增加，则这

两种商品是总替代的。如果所有商品都是总替代的， z 的雅可比矩阵 )( pDz 的非主对角线

元素都为正。 

总替代性蕴均衡的唯一性。如果在所有价格水平下所有商品都是总替代的如果在所有价格水平下所有商品都是总替代的如果在所有价格水平下所有商品都是总替代的如果在所有价格水平下所有商品都是总替代的，，，，那么如那么如那么如那么如

果果果果

*p 是一个均衡价格向量是一个均衡价格向量是一个均衡价格向量是一个均衡价格向量，，，，那么它是唯一的均衡价格向量那么它是唯一的均衡价格向量那么它是唯一的均衡价格向量那么它是唯一的均衡价格向量。 

证明。假设 p′是某个其它均衡价格向量。由于 0* >>p ，我们可以定义 0/max * ≠′= ii ppm 。

根据齐次性和

*p 是一个均衡的事实，我们知道 0)()( ** == mpzpz 。根据m 的定义，可知

对于某个价格 kp ，我们有 kk pmp ′=*
。我们把除了 kp 之外的每个价格

*
imp 依次降低为 ip′。

由于除了商品 k 之外，其它商品的价格在从

*mp 向 p′的移动中都降低了，商品 k 的需求必

然下降。因此 0)( <′pzk ，这意味着 p′不可能是一个均衡。                       ■ 

 

指数分析 

考虑一个只有两种商品的经济体。选择商品 2作为计价物，将商品 1的超额需求作为它

自身价格的函数，画出这一需求曲线。瓦尔拉斯法则意味着，当商品 1的超额需求为零时，

我们就得到了一个均衡。合意性假设意味着当商品 1的相对价格比较大时，商品 1的超额需

求是负的；而当商品 1的相对价格比较小时，商品 1的超额需求是正的。 

    参照图 21.4，在该图中我们画出了几种可能的情形。注意，在图（1）中均衡通常是分

离的；图（2）和（3）中，均衡不是分离的；另外，均衡也不是“稳定的”，因为较小的扰

动就能让其偏离均衡；图（4）通常有奇数个均衡；在图（5）中如果超额需求曲线在所有均

衡点都是向下倾斜的，那么只可能存在唯一一个均衡，如果只有唯一一个均衡，超额需求曲

线在该均衡点必然向下倾斜。 
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在上述一维情形下，注意：如果在所有均衡点 0/)( <dppdz ，那么只可能存在唯一的

一个均衡。指数分析（index analysis）是将这个结果推广到 k 维的一种方法，该方法给出了

均衡唯一性的一个简单的充分必要条件。 

给定一个均衡

*p ，按照下列方法定义

*p 的指数

．．

（index）：写出超额供给函数的雅可比

矩阵的负矩阵 )( *pDz− ，舍弃最后一行和最后一列，取剩余矩阵的行列式。若该行列式为

正，则对

*p 点赋予指数 1+ ；若该行列式为负，则赋予

*p 点指数 1− 。（舍弃最后一行和最

后一列，等价于选择最后一种商品作为计价物，这和我们一维情形是一样的。） 

 

图 21.4：均衡的唯一性和均衡的局部唯一性。这些图画出了我们在讨论均衡唯一性时提及的

几种情形。 

    我们也需要一个边界条件；边界条件存在着几种一般的可能性，但是最简单的情形是假

设当 0=ip 时 0)( >pzi 。在这种情形下，微分几何中的一个基本定理表明，如果所有均衡

都有正的指数，那么均衡将是唯一的。这样，我们立即得到了唯一性定理。 

均衡的唯一性。假设假设假设假设 z 是定义在是定义在是定义在是定义在价格单纯形上的价格单纯形上的价格单纯形上的价格单纯形上的连续可连续可连续可连续可微的总超额需求函数微的总超额需求函数微的总超额需求函数微的总超额需求函数，，，，且当且当且当且当
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当当当当 0=ip 时时时时 0)( >pzi 。。。。如果如果如果如果 )1()1( −×− kk 矩阵矩阵矩阵矩阵 ))(( *pDz− 的行列式在所有均衡点上的值的行列式在所有均衡点上的值的行列式在所有均衡点上的值的行列式在所有均衡点上的值

为正时为正时为正时为正时，，，，则只存在唯一的一个均衡则只存在唯一的一个均衡则只存在唯一的一个均衡则只存在唯一的一个均衡。 

这个唯一性定理是一个纯粹数学上的结论。它的优势在于该定理可以应用于很多不同

的均衡问题。如果均衡存在性定理可表述为不动点问题，那么我们通常可以使用指数定理来

找到在什么样的条件下均衡是唯一的。然而，这个定理的缺陷在于，我们难以使用经济学术

语解释它的含义。 

在我们分析的这个情形中，我们感兴趣的是总超额供给函数的行列式。我们可以使用

斯勒茨基方程将总超额供给函数的导数写为 

].)[,(),()(
11

iiii

n

i
mii

n

i
p xppxDuphDpDz −−−=− ∑∑

==

ωω  

上式左侧矩阵的行列式何时为正？我们来看看上式右侧的表达式。右侧第一项的符号容易确

定；替代矩阵是负半定的矩阵，因此该矩阵的 )1()1( −×− kk 主子阵的负矩阵通常是正定矩

阵。正定矩阵的和仍是正定的，因此行列式为正。 

第二项的符号是不确定的。这一项在本质上是商品超额供给与这些商品边际消费倾向

的协方差。没有理由认为这一项具有一般性的特定结构。我们只能说如果收入效应相对于替

代效应较小，那么上式右侧第一项的符号起主导作用，这样认为均衡是唯一的就比较合理。 

 

21.4一般均衡动态 

我们已经证明，在对经济人的行为适当的假设条件下，总存在使得需求等于供给的价

格向量。但是我们从未保证现实经济会在这个“均衡”点上运行。什么力量可以使得价格向

市场出清的价格向量移动？在试图模拟竞争经济的价格调整时我们会遇到一些问题，本节的

任务就是分析这些问题。 

最大的问题也是最根本的问题是，竞争和价格调整之间的悖论关系：如果所有人将市

场价格作为给定的、不受他们个人控制的，那么价格如何移动呢？谁来调整价格？ 

为了解决这个难题，经济学家杜撰了一个神话人物——“瓦尔拉斯拍卖者”，他的唯一

职能是寻找市场出清价格。根据这种解释，竞争市场运行如下： 

在时刻零，瓦尔拉斯拍卖者喊出某个价格向量。所有人确定他自己在这样的价格下的

现期和远期的商品需求和供给。拍卖者计算总超额需求向量并根据某个规则调整价格，他会

提高处于超额需求状态的商品的价格，降低处于超额供给状态的商品的价格。这个过程一直

继续下去，直到找到均衡价格向量。在这一点上，所有交易（包括远期交易合同的交换）都

被确定下来。经济体继续运行，每个人按照签订的合同执行。 

   这当然是一个非常不现实的模型。然而，价格沿着超额需求方向移动这个基本思想似乎

是合理的。在什么样的条件下，这样的调整过程才能到达均衡？ 
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21.5 反复试探以达到均衡的过程（tatonnement processes） 

我们考虑某个时期内的经济体。每天市场都开放，人们在市场上进行买和卖。任意给

定一个价格向量 p ，某些市场通常存在超额需求和供给。我们假设价格根据下列规则进行

调整，我们将这一规则称为供给和需求规则。 

价格调整规则。对于对于对于对于 ki ,...,1= ，，，， ))(( pzGp iii =
•

。。。。其中其中其中其中，，，， iG 是平滑且保号的超额需是平滑且保号的超额需是平滑且保号的超额需是平滑且保号的超额需

求函数求函数求函数求函数。 

我们想作出假设将均衡在零价格向量发生这种情形排除，因为这么做便于分析。因此，

我们通常假设：当 0=ip 时， 0)( >pzi 。 

画出这个价格调整规则定义的动态系统的图形是有益的。我们考虑一种特殊情形，其

中：对于 1,...,i k= ， ( )i iG z 等于恒等函数。再加上边界假设，我们有了一个由下式定义的

kR

中的系统： 

( )z
•

=p p  

从通常的考虑可知，这个系统遵循瓦尔拉斯法则 ( )z ≡p p 0。在几何图形上，这意味着 ( )z p

与价格向量p正交。 

瓦尔拉斯法则蕴涵着一个非常方便的性质。下面我们看看价格向量的欧几里得范数

（norm）如何随时间变化而变化，根据瓦尔拉斯法则可知： 

2

1 1 1

( ) 2 ( ) ( ) 2 2 ( ) ( ( )) 0
k k k

i i i ii
i i i

d
p t p t p t p t z t

dt = = =

  = = = 
 
∑ ∑ ∑ p

i

。 

因此，瓦尔拉斯法则要求当价格变化时，价格的平方和维持不变。这意味着价格路径被限制

在 K 维球体的表面。而且，由于当 0ip = 时 ( ) 0iz ≥p ，我们知道价格运动总是指向 0ip =

附近的点。在图 21.5中，我们画出了 k=2和 k=3的情形。 

第三张图特别让人不舒服。它画出了只有一个均衡的情形，但这个均衡完全不稳定。

我们所描述的调整过程几乎永远不会向均衡收敛。这似乎是个反常的情形，但它非常容易发

生。Debreu（1974）已经证明：任何满足瓦尔拉斯法则的连续函数都是某个经济的超额需求

函数；因此，效用最大化假设对总需求总需求总需求总需求

．．．

行为没有施加任何限制，价格球体上的任何动态系统

都可从我们的经济模型中产生。显然，为了得到全局稳定结果，必须对需求函数施加特别的

假设条件。于是，结果的值取决于假设条件的经济自然性。 

我们将给出一个特殊调整过程下的一个这样特殊假设下的全局稳定性的证明梗概。这

个假设就是总需求行为满足第 8 章 8.7 节描述的显示偏好弱公理。这个弱公理是说如果

*( ) ( )>px p px p ，我们必定有

* * *( ) ( )>p x p p x p 对于所有的p和

*p 成立。由于这个条件对

所有p和

*p 成立，它对于均衡价格

*p 也必定成立。下面我们将推导出这个条件对于超额需

求函数的含义。 
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将

*( ) ( )>px p px p 的左右两侧同时减去 ωp ，将

* * *( ) ( )>p x p p x p 的两侧同时减去

*ωp ，可得到下列蕴含关系 

*( ) ( )ω ω− > −px p p px p p 蕴含着

* * * * *( ) ( ) .ω ω− > −p x p p p x p p  

使用超额需求的定义，我们可以将上面的关系写为 

*( ) ( )z z≥p p p p 蕴含着

* * *( ) ( ).z z≥p p p p                （21.1） 

现在可以注意到，任何均衡价格

*p 必定满足（21.1）左侧的条件。为了看清这一点，

注意到瓦尔拉斯法则意味着 ( ) 0z ≡p p ，以及均衡的定义意味着

*( ) 0z =p p 。因此，任何均

衡价格

*p 必定满足（21.1）右侧的条件。所以，我们必然有：

* ( ) 0z >p p 对于所有

*≠p p 成

立。 

 

 

图图图图 21.5：：：：价格动态价格动态价格动态价格动态。前两个例子是稳定均衡；第三个例子有唯一的不稳定均衡。 
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WARP 蕴含着稳定性（WARP implies stability）。假设调整规则为假设调整规则为假设调整规则为假设调整规则为 ( )ii z
•

=p p （（（（其中其中其中其中

1,...,i k= ）；）；）；）；假设超额需求函数满足显示偏好弱公理假设超额需求函数满足显示偏好弱公理假设超额需求函数满足显示偏好弱公理假设超额需求函数满足显示偏好弱公理（（（（WARP），），），），也就是说也就是说也就是说也就是说，，，，如果如果如果如果

*p 是经济是经济是经济是经济

的一个均衡的一个均衡的一个均衡的一个均衡，，，，那么对于所有那么对于所有那么对于所有那么对于所有

*≠p p ，，，，有有有有

* ( ) 0z >p p 。。。。那么那么那么那么，，，，遵循上述调整规则的所有价格遵循上述调整规则的所有价格遵循上述调整规则的所有价格遵循上述调整规则的所有价格

路径都收敛于路径都收敛于路径都收敛于路径都收敛于

*p 。 

  证明。（梗概）我们需要构造经济的李雅普诺夫（Liaponov）函数（参见第 26章 26.13节）。

令

* 2

1
( ) ( )

k

i ii
V p p

=
 = − ∑p 。那么， 

* *

1 1

* *

1

( )
2( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 [ ( ) ( )] 0 2 ( ) 0.

k k

i i i i ii
i i

k

i i i i
i

dV
p p p t p p z

dt

p z p z z

•

= =

=

= − = −

= − = − <

∑ ∑

∑

p
p

p p p p

 

    这意味着

*≠p p 时， ( )V p 沿着解路径是单调递减的。根据李雅普诺夫（Liaponov）定

理可知，只要我们能够证明p是有界的，我们就能证明 ( )V p 是个李雅普诺夫函数，而且经

济是全局稳定的。我们省略了这部分的证明。■ 

 

21.6无试探过程 

试探过程在两种情形下有意义：一是直到均衡之前没有交易发生；二是商品不可储存，

因此消费者在每个阶段的禀赋是相同的。如果商品可以积累，那么消费者的禀赋将随着时间

的推移而发生变化，这又会影响需求行为。能够考虑禀赋的这种变化的模型称为无试探模

．．．．

型

．

（nontatonnement models）。 

在这样的模型中，我们必须用当前的价格向量 ( )tp 和当前的禀赋 ( )i tω 刻画时点 t 的经

济状态。和以前一样，我们通常假设价格根据超额需求的符号进行调整。但禀赋应该如何变

化？ 

我们考虑两种规格（specifications）。第一种规格称为埃奇沃思过程

．．．．．．

（Edgeworth 

process），在这种过程下，消费者之间的交易技术具有下列性质：每个消费者的效用必定连

续递增。这个结论背后的思想是消费者不会自愿交易除非交易能让他们的状况变好。这个规

格有一个方便的性质，它能快速导致稳定性；我们只要将李雅普诺夫函数定义为

1
( ( ))

n

i ii
u tω

=∑ 即可。根据假设，效用之和必定随着时间的推移而增加，因此只要证明了有

界性，即可证明收敛性。 

第二种规格称为哈恩过程

．．．．

（Hahn process）。对于这个过程，我们假设交易规则具有下

列性质：不存在下列这样的商品——对于该商品有些人存在着超额需求而有些人存在超额供

给。也就是说，在任何时点上，如果某个人对某种商品存在超额需求，那么该商品存在总

．

超额需求

．．．．

（aggregate excess demand）。 
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这个假设具有重要含义。我们已经假设当某个商品存在着超额需求时，它的价格将会

上升。这会导致该商品需求者的间接效用值降低。但已经承诺以当前价格供给这种商品人的

效用，不会受到这种价格变化的影响。因此，总间接效用

．．．．．

随着时间的推移而下降。 

为了严格证明这个结论，我们需要进一步对禀赋的变化做出假设。消费者 i 在时点 t 的

禀赋价值为

1

( ) ( ) ( ).
k

j
i j i

j

m t p t tω
=

=∑  将这个式子关于 t 求导可得 

1 1

( )( ) ( )
( ) ( ).

jk k
j ji i

j i
j j

dp tdm t d t
p t t

dt dt dt

ω ω
= =

= +∑ ∑  

可以合理假设上式右侧第一项为零，这意味着禀赋在任何时间上的瞬间变化，若用当前的价

格来计算价值，其值为零。这就是说每个人用价值一元的商品交换价值一元的另外商品。禀

赋的价值随着时间的推移会发生变化，但其原因在于价格发生了变化，而不是因为消费者在

当前的价格下想进行有利可图的交易。 

给定上述结论，容易证明间接效用之和随着时间的推移而下降。消费者 i 的间接效用函

数的导数为 

1 1

( ( ), ( ) ( ))
.

jk k
j j ji i i i i

j i
j jj i

dp dpdv t t t v v d
p

dt p dt m dt dt

ω ω ω
= =

 ∂ ∂= + + ∂ ∂  
∑ ∑

p p
 

使用罗伊法则（Roy’s law）以及在当前价格下禀赋变化的价值为零这个事实，可得 

1

( )( ( ), ( ) ( ))
( , ) .

k
jj ji i i

i i i
ji

dp tdv t t t v
x

dt m dt

ω ω ω
=

∂
 = − − ∂ ∑

p p
p p  

根据假设，如果消费者 i 对商品 j 存在超额需求，则 / 0jdp dt > ；反之则反是。由于收入的

边际效用为正，所以只要总需求不等于总供给，整个式子的符号为负。因此，当经济不是处

于均衡状态时，每个消费者 i 的间接效用必定减少。 

 

注释 

这些主题的更详细讨论请参见 Arrow and Hahn（1971）。Dierker（1972）首先认识到了

拓扑指数对于唯一性的重要性。Debreu and Scarf（1963）严格证明了核收敛的结论。 

 

习题 

21.1有两个消费者：他们的偏好相同，且都为严格凸；他们的禀赋也是相同的。描述这个经

济的核，并在埃奇沃思盒中画图说明。 
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21.2 在某个纯交换的经济中，所有消费者都具有可微的拟线性效用函数 1 0( ,..., )nu x x x+ 。

假设 1( ,..., )nu x x 为严格凸。证明均衡必定是唯一的。 

21.3 假设瓦尔拉斯主义的拍卖者遵循下列下列价格调整规则

1[D ( )] ( )z z−=p p p 。证明

( ) ( ) ( )V z z= −p p p 是此动态系统的李雅普诺夫函数。 

 

 

 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 364 

 
曹乾曹乾曹乾曹乾●●●●经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列 
 

Microeconomics Analysis
（（（（3th edition）））） 

 
Hal. R. Varian 

（University of Michigan Ann Arbor） 
 

范里安 

微观经济分析（第 3 版） 

完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版    

 第 22 章：福利  
 

 

曹乾  译 

(东南大学  caoqianseu@163.com) 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 365 

22 福利 
 

在本章，我们将分析一些福利经济学概念，这些概念不怎么适合于放在本书其他章节

介绍。第一个概念是补偿标准，这个标准常用于收益-成本分析。接下来我们讨论在计算产

量或价格变动引致的福利效应时常用到的一个技巧。最后，我们分析最优商品税的问题。 

 

22.1 补偿标准 

人们通常想知道政府政策何时能够改善社会福利。例如，建设水坝具有降低水电价格

等方面的经济利益。然而，为了正确评价这样的项目，我们必须将这些收益与成本进行权衡，

这些成本包括可能的环境损坏造成的成本和建坝本身的成本等。一般来说，项目的收益和成

本对不同人的影响方式也不同——建坝导致的水供给增加可能会降低某些地区的水费但可

能会提高另外一些地区的水费。我们应该怎样比较这些不同的收益和成本？ 

以前我们曾分析过下列情形：由于某种消费品的价格或数量变化对某人某人某人某人

．．

造成的收益和

成本变动的测度问题。本节我们试图使用帕累托标准

．．．．．

（Pareto criterion）和补偿标准

．．．．

（compensation criterion）将上述这类分析推广到社区社区社区社区

．．

情形。 

考虑两个配置x 和 ′x 。如果每个人偏好 ′x 胜于x ，我们就说配置 ′x 帕累托优于

．．．．．

（Pareto 

dominate）x （一）

。如果每个人都偏好 ′x 胜于 x ，那么必然可以断言 ′x 比 x“更好”，因此可

将人们从x 移动到 ′x 的任何项目都应该被采纳。这就是帕累托标准

．．．．．

。然而，项目受到一致

偏好的情形是很罕见的。一般情形下，有些人偏好 ′x 胜于 x ，有些人则偏好x 胜于 ′x 。在

这样的情形下，我们该如何决策？ 

    补偿标准

．．．．

提议的检验方法是：如果存在对 ′x 的再分配方法（达到配置 ′′x ）使得每个

人偏好 x ′′ 胜于原来的配置x ，则 ′x 是潜在帕累托优于

．．．．．．．

（potentially Pareto preferred to） x

的。下面我们更正式地进行表述： ′x 潜在帕累托优于 x ，若存在某个配置 ′′x ，

1 1

n n

ii ii i= =
′′ ′=∑ ∑x x （即 ′′x 是 ′x 再分配后达到的配置）使得对于所有人 i 都有 i i i

′′ ′x x≻ 。 

    因此，补偿标准仅要求 ′x 是x 的帕累托改进（而不是要求 ′x 是帕累托最优的）。为便于

表达，称某个人为“赢家”如果他偏好 ′x 胜于x ，称某个人为“输家”如果他偏好x 胜于 ′x 。

于是，在补偿检验的意义上我们说 ′x 比 x 好，如果赢家们能够补偿输家们——也就是说，

赢家们能让渡一部分收益给输家们从而使得每个人的状况都比以前更好。 

    现在如果赢家们真正补偿了输家们，则每个人将接受政府提议的项目，这似乎是合理的。

但是你也许不明白为什么赢家们可能补偿输家们就意味着 ′x 比x 好。 

                                                        
（一） 为简单起见，此处我们使用了严格偏好的概念；这个思想可以容易地推广到弱偏好。 
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    经济学家认为补偿标准可行的原因在于，补偿是否真正执行事实上是一个关于收入分配

的问题，而基本福利定理表明收入分配问题和配置效率问题是可以分离开的。补偿标准关注

的仅仅是配置效率，而合理的收入分配问题可通过其他方法比如再分配税进行处理。我们在

第 22 章将进一步分析这一点。 

我们借助图形重新表述这个问题。假设只有两个个人，他们正在考虑两个配置 x 和 ′x 。

对于每个配置我们赋予相应的效用可能集： 

}.:)(),({

}:)(),({

21212211

21212211

xxyyyuyuU

xxyyyuyuU

′+′=+=′
+=+=

 

    这些集合的右上边界称为效用可能

．．．．

性

．

边界

．．

（utility possibility frontiers）。效用可能性边

界给出了与所有帕累托有效率的配置x 和 ′x 相伴的效用分布。图 22.1 给出了效用可能性集

的一些例子。 

 

图 22.1：补偿检验。在 A 图中，配置 ′x 帕累托优于x 。在 B 图中， ′x 在补偿检验意义上优

于 x 。在 C 图中，x 和 ′x 是不可比较的。在 D 图中， ′x 优于x 而且x 优于 ′x 。 

在图 22.1A 中，配置 ′x 是帕累托优于x 的，这是因为 )()( 1111 xuxu >′ 且 )()( 2122 xuxu >′ 。

在图 22.1B 中， ′x 潜在帕累托优于x ：存在 ′x 的再分配 ′′x 使得 ′′x 是帕累托优于x 的，尽管

′x 本身可能不是帕累托优于x 。因此， ′x 满足补偿标准：若从x 移动到 ′x ，赢家们就会对

输家们进行补偿。在图 22.1C 中， ′x 和 x 是不可以比较的——无法从补偿检验或帕累托检

验说出哪个配置更好。在图 221.D 中，我们有最矛盾的情形： ′x 潜在帕累托优于 x ，因为 ′′x
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帕累托优于x ；但是x 也潜在帕累托优于 ′x ，因为 ′′x 帕累托优于 ′x ！ 

情形 C 和 D 说明了补偿标准的主要缺陷：它对于比较帕累托有效率配置不具有知道作

用，而且它可能导致不相容的比较。尽管如此，补偿检验仍普遍应用于应用福利经济学中。 

正如我们说过的那样，补偿检验要求我们考虑项目对所有相关消费者的效用影响。表

面上，这似乎要求对人群进行广泛而细致地调研。然而，在某些情形下，不必这么做。 

如果拟实施的项目是公共产品，在作出社会决策时必然要进行人群调查研究。我们在

第 23 章分析这个问题。如果拟实施的项目是私人产品，事情就好办一些，因为私人产品的

当前价格在某种意义上可以反映它们对于个人的边际价值。 

假设我们目前处在某个市场均衡 ( , )x p 处，我们考虑是否将配置x 移动到 ′x 。那么 

国民收入检验（national income test）。如果如果如果如果 ′x 是潜在帕累托优于是潜在帕累托优于是潜在帕累托优于是潜在帕累托优于x 的的的的，，，，我们必定有我们必定有我们必定有我们必定有 

1 1

.
n n

i i
i i= =

′ >∑ ∑px px  

也就是说也就是说也就是说也就是说，，，，若以当前价格衡量若以当前价格衡量若以当前价格衡量若以当前价格衡量，，，， ′x 点的国民收入要大于点的国民收入要大于点的国民收入要大于点的国民收入要大于 x 点的国民收入点的国民收入点的国民收入点的国民收入。 

证明。如果在补偿标准意义上 ′x 优于x ，那么必定存在某个配置 ′′x 使得

1 1

n n

i ii i= =
′′ ′=∑ ∑x x

且所有 i 都有 i i i
′′ ′x x≻ 。由于 x 是一个市场均衡，这意味着对于所有 i 都有 i ip′′ >px x 。相加

即可得到

1 1

n n

i ii i= =
′′ =∑ ∑px px 。但是， 

1 1 1

.
n n n

i i i
i i i= = =

′′ ′′ ′= =∑ ∑ ∑px p x p x  

这就得到了我们想要的结果。                                                   ■ 

这个结果比较有用，因为它为拟实施的项目提供了一种单向检验：如果国民收入（以

当前价格衡量）下降，那么这个项目不可能潜在地帕累托优于当前的配置。 

图 22.2 直观说明了这个结论。两个坐标轴分别衡量两种商品的总量。当前的配置可用

一个总消费束

1 2( , )X X=X 表示，其中

1 1

1

n

ii
X x

=
=∑ ，

2X 的定义类似（注意我们用下标

表示消费者，用上标表示商品。） 

    对于一个总消费束 ′X ，如果 ′X 能在消费者之间分配构建出一个配置 ′x ，而且 ′x 帕累

托优于 x ，那么我们说 ′X 潜在地帕累托优于 x 。换句话说，潜在的帕累托更受偏好的总消

费束为 

1

{ :
n

i i i i
i=

′ ′= ∑P x x x≻ 对于所有 i 成立} 

图 22.2 说明了一种典型情形。集合P是性质良好的和凸的，而且总消费束X 在它的边

界上。竞争性价格将X 和P分离开。从这个图容易看出上述命题的内容：如果在补偿标准
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的意义上， ′x 比x 更受偏好，那么 ′X 必定在P之中，因此 ′ >pX pX 。 

 

 

图图图图 22.2：：：：国民收入检验国民收入检验国民收入检验国民收入检验。如果国民收入下降，这个变化不可能是潜在帕累托受偏好的。如果

国民收入增加，这个变化可能是潜在帕累托受偏好的，也可能不是。然而，如果较小变动就

能导致国民收入增加，那么这个变化可能是潜在帕累托受偏好的。 

 

我们还可以看到逆命题非真。消费束 ′′X 有 ′′ >pX pX，但它不潜在地帕累托优于x 。

然而，从这个图中我们可以猜想：如果 ′′ >pX pX而且 ′′X 充分接近于X ，那么 ′′X 必定潜

在地帕累托优于x 。更准确地说，考察连接 ′′X 与X 的虚线。这条虚线上的所有点的值都大

于X ，但是这条虚线上的所有点并非都位于穿过X 的无差异曲线的上方。然而，这条虚线

上充分接近于X 的点都位于这条无差异曲线的上方。下面我们正式地用代数表达这个思想。 

论证基于以下事实。对于一阶近似来说，个人效用的变化与收入变化成正比。这可从

泰勒展开式推知： 

( ) ( ) D ( )[ ] [ ].i i i i i i i i i i iu u u λ′ ′ ′− ≈ − = −x x x x x x x  

根据这个表达式可知，若消费束的效用值变化为正，则消费束 ix 的微小变化是受到偏好的；

反之若为负，则不受到偏好。 

我们使用这个思想证明，如果 i ii i
′ >∑ ∑p x p x 而且 i

′x 充分接近于 ix ，那么能够找到

′x 的一个再分配——称为 ′′x ——使得每个人偏好 ′′x 胜于 x 。为了证明这一点，令

ii
=∑X x 和 ii

′ ′=∑X x ，并且定义 ′′x 为 
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i i n

′ −′′ = + X X
x x  

此处每个消费者得到了从 x 移动到 ′x 带来的总收益的1/ n 。根据上面的泰勒序列展开式可

得， 

( ) ( ) [ ] [ ].i i i i i iu u
n n

λ λ
′ ′− −′′ − ≈ + − ≈X X X X

x x p x x p  

因此，如果上式右侧为正——国民收入在最初的价格下上升——那么它必定增加每个人的效

用。当然，只有变化足够小从而保证泰勒近似有效的情形下，它才成立。国民收入检验通常

用于评价边际政策变动对消费者福利的影响。 

 

22.2 福利函数 

我们在本章前面说过，补偿方法的缺陷在于它忽略了分布上的考虑。一个配置若潜在

地帕累托优于当前的配置，那么该配置的福利更高。但有人认为真正重要的是实际福利。 

如果你愿意假定存在着某个福利函数，那么你可以将分布上的考虑纳入成本收益分析。

我们假设我们有线性效用福利函数 

1
1

( ,..., ) .
n

n i i
i

W u u a u
=

=∑  

正如我们在第 17 章 17.8 节看到的，参数 ( )ia 与个人的“福利权重”有关。这些权重可

以视为“社会计划者”的价值判断。我们假设我们在某个市场均衡 ( , )x p 处，并且正考虑移

向配置 ′x 。这个移动能增加福利吗？如果 ′x 充分接近于x ，我们可以使用泰勒展开式得到 

1 1 1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ( ),..., ( )) D ( )( ).
n

n n n n i i i i i
i

W u u W u u a u
=

′ ′ ′− ≈ −∑x x x x x x x  

由于 ( , )x p 是个市场均衡，我们可以将上式写为 

1 1 1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ( ),..., ( )) ( ).
n

n n n n i i i i
i

W u u W u u a λ
=

′ ′ ′− ≈ −∑x x x x p x x  

我们看到福利检验简化为考察支出加权的变化。权重和我们最初纳入效用函数的价值

判断有关。 

作为一个特例，假设最初的配置x 是帕累托最优的。那么第 17 章 17.8 节的结果告诉我

们 1/i iaλ = 。在这种情形下，我们发现 

1 1 1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ( ),..., ( )) ( ).
n

n n n n i i
i

W u u W u u
=

′ ′ ′− ≈ −∑x x x x p x x  

分布项被消掉了——因为分布已是帕累托最优的——我们得到了一个简单的准则：如果某个
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项目使得国民收入（在原来的价格水平上）增加，那么该项目增加了福利。这正好是与补偿

检验相关的标准。 

这意味着如果社会计划者始终遵循使得福利不仅关于总额收入分布最大化而且关于音

响配置的其它政策选择最大化，那么影响配置的政策的评价与收入分配效应无关。 

 

22.3 最优税收 

我们在第 8 章 8.1 节看到，定额收入税（lump-sum income tax）总是比商品税更能得到

偏好。然而，在很多情形下，定额收入税是不可行的。如果我们不能使用定额税，什么样的

税才是最优的？ 

我们用只有一个消费者的经济来考察这个问题。令 ( )u x 表示消费者的间接效用函数，

令 ( , )v mp 表示他的间接效用函数。我们将p解释为生产者的价格。如果 t 是税收向量，那

么消费者面对的价格向量为 +p t 。这样，消费者得到的效用为 ( , )v m+p t ，政府的税收收

入为

1
( ) ( , )

k

i ii
R t x m

=
= +∑t p t 。 

最优税收问题为消费者的效用关于税率最大化，约束条件为税收系统筹集的钱数为既

定的，即等于R 。 

1 ,...,

1

max ( , )

s.t. ( , )

kt t

k

i i
i

v m

t x m R
=

+

+ =∑

p t

p t
 

这个问题的拉格朗日函数为 

1

( , ) ( , )
k

i i
i

v m t x m Rµ
=

 = + − + − 
 
∑p t p tL 。 

将其关于 it 微分可得 

1

( , )( , )
0 1,..., .

k
j

i j
ji i

x mv m
x t i k

p p
µ

=

∂ + ∂ + − + = = ∂ ∂ 
∑

p tp t
 

运用罗伊法则，我们可以写成 

1

( , )
0 1,..., .

k
j

i i j
j i

x m
x x t i k

p
λ µ

=

∂ + 
− − + = = ∂ 

∑
p t

 

解 ix 可得： 

1

( , )k
j

i j
j i

x m
x t

p

µ
µ λ =

∂ +
= −

+ ∂∑
p t

 

现在使用上式右侧的斯勒茨基方程可得 
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1

.
k

j j
i j i

j i

h x
x t x

p m

µ
µ λ =

∂ ∂ 
= − − + ∂ ∂ 

∑  

在经过一些变换后，上式可以写为 

1

,
k

j
i j

j i

h
x t

p
θ

=

∂
=

∂∑  

其中θ 为关于µ 、λ 和 /j jj
t x m∂ ∂∑ 的函数。 

运用斯勒茨基矩阵的对称性，我们可以将前面的那个式子写为 

1

.
k

i
i j

j j

h
x t

p
θ

=

∂=
∂∑                             （22.1） 

将（22.1）变换成弹性形式，可得 

1 1

.
k k

j j ji
ij

j jj i j j

p t th

p x p p
θ ε

= =

∂= =
∂∑ ∑  

这个式子是说，我们对税率的选择必须使得希克斯交叉价格弹性的加权和对于所有商品来说

都是相同的。 

在 0ijε = （其中 i j≠ ）这个极端情形下，上述条件变为 

i

i ij

t

p

θ
ε

=                                 （22.2） 

因此，商品 i 的税率与价格之比值，与需求价格弹性成反比。这称为反弹性法则

．．．．．

（inverse 

elasticity rule）。这符合直觉：你应该对需求相对缺乏弹性的商品征收较高的税率，对需求相

对富有弹性的商品征收较低的税率。这种做法对消费者决策的扭曲最少。 

在另外一种情形下，即当税率 it 很小时，我们可以对前面的那个条件进行简化。在这种

情形下 

1

.
k

i
i j

j j

h
dh t

p=

∂≈
∂∑  

将上式代入（22.1）可得 

.i

i

dh

h
θ≈  

这个式子是说，由较小税率组成的最优集使得所有补偿需求按相同的比例减少。■ 
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注释 

    本节的内容是相等标准的；更为详细的内容可参考任何一本关于成本收益分析的教科

书。最优税收理论的文献综述可参见 Mirrlees（1982）或 Atkinson and Stiglitz（1980）。 

 

习题 

22.1 在教材推导出的最优税收表达式（22.1）中，证明如果所需税收收入为正，那么θ 是非

负的。 

22.2 一个公用事业生产的产品产量为 1,..., kx x 。某个代表性的消费者消费这些商品，他的效

用函数为 1 1( ) ( )k ku x u x y+ + +⋯ ，其中 y 为充当计量物（numeraire）的商品。该公用事业

生产商品 i 的边际成本为 ic ，而且它的固定成本为 F 。请推导出最优定价法则的表达式，

在该式中你要将 ( )i ip c− 与商品 i 的弹性联系起来。 

 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 373 

 
曹乾曹乾曹乾曹乾●●●●经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列经济学译丛精品系列 
 

Microeconomics Analysis
（（（（3th edition）））） 

 
Hal. R. Varian 

（University of Michigan Ann Arbor） 
 

范里安 

微观经济分析（第 3版） 

    完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版完美中文翻译版        

 第 23 章：公共产品  
 

 

曹乾  译 

(东南大学  caoqianseu@163.com) 

 

 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 374 

23公共产品 
 

直到现在，我们对资源配置的讨论还仅限于私人产品，私人产品的消费仅影响单个的消

费者。例如，面包。你和我可以消费不同数量的面包，而且如果我吃一块面包，那么这块面

包你就无法吃了。 

如果人们能被阻止消费某种商品，我们说该商品是可排外的（excludable）。我们说一种

商品是非竞用性的（nonrival），如果一个人消费该商品并不会减少其他人消费该商品的数量。

竞用的商品有时称为可缩小的（diminishable）商品。普通的私人商品既是可排外的也是竞

用的。 

有些商品不具有这样的性质。路灯就是一个很好的例子。某个给定区域的路灯数量是一

定的——你和我拥有相同的潜在消费，而且我的“消费”不会影响你的消费数量。因此，路

灯是非竞用的。更进一步地说，我对路灯的消费没有限制你对路灯的消费。非排外而且非竞

用的商品称为公共产品

．．．．

（public goods）；公共产品的例子还有警察服务、消防、高速公路、

国防、灯塔、电视和无线电广播、空气等等。 

有些商品介于私人商品和公共产品之间。例如加密的电视节目。这种产品是非竞用性的

——因为一个人的消费不会减少另外一个人的消费——但是它是排他性的，这是因为只有拥

有解码器的人才能看这种电视节目。具有这种性质的商品通常称为俱乐部商品

．．．．．

（club 

goods）。 

还有一类商品，它们是非排他性的，但却是竞用性的。例如，拥挤的街道就具有这样的

性质：每个人都可以在街道上走（非排他性），但是你在街道上走却减少了其他人的空间（竞

用性）。 

最后，某些商品在本质上是私人商品，但是却被当成公共产品看待。例如，教育本质上

是私人产品——它具有可排他性，而且在某种程度上，具有竞用性。然而，大多数国家的政

治决策都是提供公共教育服务。通常政治决策也要求对每个公民提供相同数量的教育经费。

这种限制要求我们将教育看成一种公共产品。 

公共产品的资源配置问题和私人产品的资源配置问题大不相同。我们在前面已经知道，

竞争市场是一种有效的（effective）社会机制，它可以有效率的配置私人商品。然而，人们
发现竞争市场并不是不是不是不是

．．

配置公共产品的好方法。一般来说，必须使用其他社会机制，例如投票

等来进行公共产品的配置。 

 

23.1离散公共产品的有效率的提供 

我们首先研究两个人-两种商品的简单例子。一种商品，x，是私人商品，可以看成花费
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在私人消费的金钱。另外一种商品，G，是公共产品，可以看成花费在公共产品（例如路灯）

上的金钱。每个人最初拥有一些私人商品禀赋 w，并且需要决定要为公共产品花费多少钱。

如果个人 i决定为公共产品出资 ig ，那么他的私人商品的消费为 iii gwx −= 。假设每个人

的效用函数都是公共产品和私人商品消费的严格增函数。我们用 ),( ii xGu 表示个人 i的效用

函数。 

我们先分析公共产品的数量为离散的（discrete）情形，即为整数的情形；公共产品的

数量要么提供既定的整数数量，要么为零。假设每单位公共产品的成本为c，则它的技术如

下： 





<+
≥+

=
c.gg0

cgg1

21

21

若

若

G  

稍后我们将考虑更一般的技术。 

我们首先关心的问题是提供公共产品是否为帕累托有效率的。如果存在某些出资方式

),( 21 gg 使得 cgg ≥+ 21 并且使得 

),0(),1(

),0(),1(

22222

11111

wugwu

wugwu

>−
>−

                    （23.1） 

则提供公共产品就是帕累托有效率的。 

令 ir 表示个人 i为了得到一单位公共产品，愿意放弃私人消费的最大数量。我们将其称

为个人 i的最大支付意愿或者个人 i的保留价格（参考第 9章）。 

根据保留价格 ir 的定义可知， ir 必定满足下式 

).,0(),1( iiiii wurwu =−                     （23.2） 

将上式代入（23.1）可得 

),1(),0(),1( iiiiiiii rwuwugwu −=>− ， 

其中 .2,1=i 由于效用函数是个人消费的严格增函数， 

iiii rwgw −>−  

其中 .2,1=i  

将这两个人的上述不等式相加，可得 

.2121 cggrr ≥+>+  

因此，如果提供公共产品是帕累托有效率的，我们必然有 .21 crr >+ 也就是说，对公共

产品的支付意愿之和，大于提供公共产品的成本。注意这个效率条件和提供私人产品效率条

件的区别。在私人产品的情形下，如果个人 i的支付意愿等于私人产品的生产成本，则提供
私人产品是有效率的。而对于公共产品，这个条件变弱，即只要求支付意愿之和之和之和之和

．．

大于提供公
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共产品的成本即可。 

证明上述定理的逆定理并不难。假设我们有 .21 crr >+ 于是我们可以选择 ig 使得 ig 比

ir 稍小，从而使得不等式 cgg >+ 21 以及 

),0(),1( iiiii wugwu >−  

都成立，其中 2,1=i 。这表明当 crr >+ 21 时，提供公共物品不仅是可行的，而且是帕累托

改进的（pareto improving）。我们将上述讨论过程总结如下：当且仅当个人支付意愿之和大

于提供公共物品的成本，提供离散公共物品是一种帕累托改进（pareto improvement）。 

 

23.2离散公共物品的私人提供 

私人市场提供公共物品可行吗？假设 100=ir ，其中 2,1=i ； 150=c 。因此，支付意

愿之和大于提供公共物品的成本。每个人独立进行是否购买公共产品的决策。然而，由于公

共物品的性质是公共的，每个人都无法限制对方消费它。 

我们可用一个简单的博弈矩阵表示各自的策略和收益，如表 23.2所示。 

 

 

表 23.2：离散公共物品的私人提供 

 

如果消费者 1购买，他的收益为 100元，但是需要支付 150元。如果消费者 1购买，

但是消费者 2不购买，消费者 2就免费得到了 100元的收益。在这种情形下，我们说消费者

2对消费者 1搭便车

．．．

（free riding）。 

注意这个博弈和囚犯的两难（Prisoner’s Dilemma）博弈(参考第 15章)具有类似的结构。

在这个博弈中，占优策略是（不买，不买）。每个消费者都不愿意购买公共物品，因为每个

人都想搭对方的便车。这个博弈的均衡解因此意味着公共产品不会提供，尽管提供公共产品

是有效率的。 

这表明，我们不能不能不能不能

．．

期望人们完全独立的决策能导致帕累托有效率的公共物品的提供数

量。一般来说，有必要使用更为复杂的机制。 
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23.3离散公共产品的投票表决 

公共产品的数量通常使用投票表决的方式决定。这种方法能达到有效率的结果吗？假

设有三个消费者决定对是否购买公共物品进行投票表决，该公共物品的价格为 99元。如果

多数票赞成购买，他们需要均摊费用，即每个人支付 33 元。这三个人的保留价格分别为

30,90 21 == rr 以及 303 =r 。 

显然，三人的保留价格之和超过了公共物品的价格，因此购买是帕累托有效率的。然

而，在这种情形下，只有消费者 1会投票赞成购买，因为只有他能从购买公共产品后获得正

的收益（90>33）。多数人投票方法的缺陷在于它只衡量了公共物品的序数效用，然而效率

条件要求比较支付意愿。消费者 1也许会对其他消费者进行补偿，如果其他消费者投票赞成

购买的话，但只是也许会而不是一定会补偿。 

另外一类投票方法是个人报出自己的支付意愿，规定当他们各自报出的支付意愿之和

大于公共产品的成本时，才提供公共产品。如果费用平摊，那么通常该博弈不存在均衡解。

例如前面三个消费者进行投票的例子。在这种情形下，提供公共产品会使消费者 1的状况变

好，因此他可能故意报出很高的支付意愿。类似地，消费者 2和 3会报出很小的支付意愿。 

还有一类投票方法是，每个人报出自己的支付意愿。如果他们报出的支付意愿之和大

于或等于公共产品的成本，则提供公共产品，而且每人都必须按照他报出的支付意愿出钱（即

)ii rg = 。在这种情形下，如果提供公共产品是帕累托有效率的，那么这个博弈存在着均衡

解。例如，每个人报出的支付意愿不大于他的保留价格，而且他们报出的支付意愿之和大于

公共产品的成本，就是一个均衡解。然而，这个博弈也存在无效率无效率无效率无效率

．．．

的均衡解。例如，所有人

报出的支付意愿都为零，这是一个典型的均衡解。 

 

23.4连续公共产品有效率的供给 

现在假设公共物品的数量是连续的；为简单起见，仍考虑只有两个人的情形。若 21 gg +
表示这两个人对公共产品的出资之和，则公共产品的数量用 )( 21 ggfG += 表示，个人 i的

效用用 )),(( 21 iii gwggfu −+ 表示。我们也可以将生产函数纳入效用函数，此时可将效用

函数写为 ),( 21 iii gwggu −+ ，其中 ),( ii xGu 定义为 )),(( ii xGfU 。将生产技术纳入效用函

数不会导致一般性的损失，因为最终效用取决于这两个人对公共产品的出资总额。 

我们知道，效率的一阶条件可通过效用函数的加权平均和的最大化问题获得： 

).,(),(max 222122112111
, 21

gwgguagwggua
gg

−++−+  

1g 和 2g 的一阶条件可以写为 
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            （23.3） 

由此可得 .// 222111 xuaxua ∂∂=∂∂ 根据这个式子，并将（23.3）式的左边除以右边，可知 

,1
),(

),(

),(

),(

2

22

22

1

11

11

=

∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

∂
∂

x

xGu
G

xGu

x

xGu
G

xGu

                  （23.4） 

或 

.121 =+ MRSMRS  

在公共产品的数量为连续的情形下，效率的条件是边际支付意愿之和等于公共产品的边际提

供成本，在这个例子中，边际成本为 1，这是由于公共产品的数量等于各人出资之和。 

通常，满足效率条件的配置 ),,( 21 xxG 是一系列的。一般来说，由于对公共产品的边际

支付意愿取决于个人消费的数量，G的有效率水平通常取决于 1x 和 2x 。 

然而，在一种特别的情形下，即在拟线性效用情形下，公共产品有效率的提供数量和

个人消费无关。为了看清这一点，假设效用函数的形式为 .)( ii xGu + 则效率条件（23.4）可

以写为 1)()( 21 =′+′ GuGu ，这个式子决定了公共产品的数量是唯一的

（一）

。 

 

例子：求解公共产品有效率的提供数量 

假设效用函数为柯布-道格拉斯形式，即 .lnln),( iiii xGaxGu += 在这种情形下，

G

xa
MRS ii

i = ， 

因此，效率条件为 

,12211 =+
G

xa

G

xa
 

或， 

.2211 xaxaG +=                          （23.5） 

若私人产品禀赋总和为w，则我们有下列条件 

.21 wGxx =++                          （23.6） 

                                                        
（一） 这个结论假设提供数量为正的公共产品是有效率的。但是在收入很低的情况下，这个结论可能并不成
立。 
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（23.5）式和（23.6）式刻画了帕累托有效率配置的集合。 

现在考虑效用函数为拟线性的情形，比如 .ln),( iiii xGbxGu += 一阶效率条件为 

,121 =+
G

b

G

b
 

或 

.21 bbG +=                            （23.7） 

显然该配置是可行的，因此帕累托有效率的配置可用（23.6）式和（23.7）式描述。注意，

在拟线性效用的条件下，公共产品有效率的提供数量是唯一的，而在一般情形下，公共产品

有效率的提供数量有很多种。 

 

23.5连续公共产品的私人提供 

假设每个人独立地决定他对公共产品的出资额。如果个人 1认为个人 2出资额为 2g ，

则个人 1的效用最大化问题为 

),(max 11211
1

gwggu
g

−+  

使得 .01 ≥g  

在这种情形下，约束条件 01 ≥g 是一个很自然的约束；它表明个人 1可以自愿地增加公共物

品的数量，但他不能单方面减少公共物品的数量。下面我们将会看到，这个不等式约束条件

比较重要。 

这个问题的库恩-塔克一阶条件为 

,0
),(),(

1

12111211 ≤
∂
+∂−

∂
+∂

x

xggu

G

xggu
             （23.8） 

其中，当 01 >g 时，上式取等号。我们可以将上述条件写为 

.1
),(

),(

1

1211

1211

≤

∂
+∂

∂
+∂

x

xggu
G

xggu

 

如果个人 i对公共产品的出资额为正，他在公共产品和私人产品之间的边际替代率必定等于

边际成本 1。如果他的边际替代率小于边际成本，则他不会愿意出资。 
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图图图图 23.1：：：：公共产品的私人提供公共产品的私人提供公共产品的私人提供公共产品的私人提供。在 A 图中，个人 1的出资额为正。在 B图中，个人 1发现

最优选择是搭个人 2的便车。 

    这个条件可用图 23.1表示。图中，个人 1的“禀赋”是点 ),( 21 gw ，这是因为如果他不

出资，那么他的私人消费为 1w ，他消费的公共产品数量为 2g 。“预算”线是经过原点斜率

为 1− 的直线。预算线上的可行点是满足 0111 ≥−= xwg 的那些点。我们画出了两种情形：

一种情形是个人 1愿意出资，另外一种情形是他希望搭便车。 

 

这个博弈的一个纳什均衡解，是一组出资额 ),( *
2

*
1 gg ，该组出资额能使得在给定对方出

资额的情形下，每个人的出资额都是最优的。因此（23.8）式必须对这两个人同时成立。我

们可以该博弈的将纳什均衡的条件写为 
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),(

),(

1
),(

),(

*
2

*
2

*
2

*

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1

*

*
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≤

∂
∂

∂
∂

≤

∂
∂

∂
∂

x

xGu
G

xGu

x

xGu
G

xGu

                      （23.9） 

如果公共产品的数量 G 为正，那么上面的两个不等式中至少有一个取等号。我们还可以继

续分析，找出在什么样的条件下只有一个人出资，以及在什么样的条件下两个人都会出资等

等。 

然而，在这种情形下，我们还有一种更有用的表达纳什均衡的方法。为了做此事，我

们需要解出个人 i的反应函数（reaction function）。反应函数将一个人的意愿出资额表示为另

一个人出资额的函数。 

我们可以将个人 1的最大化问题写为 



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 381 

),(max 1211
, 11

xggu
xg

+                         (23.10) 

使得 111 wxg =+ ； 01 ≥g . 

利用 21 ggG += ，我们可以将上述最大化问题写为 

),(max 11
, 11

xGu
xg

                        (23.11) 

使得 211 gwxG +=+ ； 2gG ≥ . 

将（23.11）式看仔细点。这个式子是说个人 1 在他自己的预算约束下选择最优的公共产品

总量，约束条件表明他选择的总量必定至少和另外一个人提供的公共产品的数量一样大。预

算约束表明个人 1的消费总价值必定等于他的“禀赋”价值 21 gw + 。 

（23.11）式表示的最大化问题和消费者一般的最大化问题类似，只有一点不同，即此

处多了一个不等式约束。令 )(1 wf 表示个人 1对公共产品的需求，它是他的财富的函数，暂

时忽略不等式的约束。则满足（23.10）的公共产品的数量为 

}.),(max{ 2211 ggwfG +=  

将上式两端同时减去 2g 可得 

}.0,)(max{ 22111 ggwfg −+=  

这个式子就是个人 1的反应函数；它将个人 1的最优出资额表示为另一个人出资额的函数。

纳什均衡解是一组出资额 ),( *
2

*
1 gg ，使得 

}.0,)(max{

}0,)(max{
*
1

*
122

*
2

*
2

*
211

*
1

ggwfg

ggwfg

−+=

−+=
                 （23.12） 

这个表达式通常比（23.9）那个表达式重要，因为这个表达式让我们知道需求函数 1f 和 2f 可

能是什么样子。在下面的例子中我们会说明这一点。 

当效用函数为拟线性时，有必要检查均衡条件的形式。在这种情形下，我们可将（23.9）

式写为 

.1)(

1)(
*
2

*
12

*
2

*
11

≤+′
≤+′

ggu

ggu
 

注意，一般来说，上述两个不等式中只有一个不等式真正有约束力。假设个人 1对公共产品

的边际评价高于个人 2，即对于所有 G，都有 ).()( 21 GuGu ′>′ 那么，只有个人 1会出资——

个人 2会永远搭便车。只有在这两个人对公共产品的边际偏好相同的情形下，他们才都会出

资。 

另外一种方法是，我们注意到当效用为拟线性时，对公共产品的需求将和收入无关，

因此 ii gwf ≡)( 。则（23.12）变为 
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}.0,max{

}0,max{
*
12

*
2

*
21

*
1

ggg

ggg

−=

−=
 

由这两个式子可知，若 21 gg > ，则 1
*
1 gg = 和 0*

2 =g 。 

 

例子：求公共产品提供的纳什均衡解 

考虑前文的柯布-道格拉斯效用函数的例子。运用柯布-道格拉斯需求函数的标准形式，

可得 

.
1

)( w
a

a
wf

i

i
i +

=  

由此可推知，（23.12）的解必定满足 

}.0,)(
1

max{
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2
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1

1
1
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a
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=
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=
              （23.13） 

对于拟线性效用的例子，我们得到的一阶条件为 

.1

1

2

1

≤

≤

G

b
G

b

 

因此， },max{ 21 bbG = 。如果 21 bb > ，个人 1对公共产品出全资，个人 2搭便车。 

 

23.6投票 

假设有一群人要对公共产品的提供数量进行投票表决。如果公共产品的当前数量为 G，

则他们投票表决的是是增加还是减少公共产品的数量。如果多数人赞成增加（或减少）公共

产品的数量，这个问题就解决了。投票均衡

．．．．

（voting equilibrium）是指某数量，该数量能使

得不存在多数人偏好更多或更少的数量情形。 

如果没有额外的限制条件，在投票模型中很可能不存在均衡解。例如，假设有三个人，

A,B 和 C。假设公共产品的提供数量也有三种，1,2或 3单位。A 的偏好顺序为 1好于 2,2

好于 3；B的偏好顺序为 2好于 3,3好于 1；C的偏好顺序为 3好于 1,1好于 2。在这种情形

下，多数人偏好 1胜于 2，多数人偏好 2胜于 3，多数人偏好 3胜于 1。因此，不管公共产

品的提供数量为多少，多数人总想改变这个数量。这个例子就是著名的投票悖论

．．．．

（paradox 

of voting）。 
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然而，如果我们增加一些额外的限制，我们就能消除这个悖论。假设所有人都同意下

列做法：如果多数人赞成增加公共产品的数量，那么由此增加的成本中，个人 i的出资份额
为 is 。再假设所有人的效用函数都为拟线性的。如果公共产品的提供数量为 G，则个人 i的

效用为 GsGu ii −)( 。因此，如果 ii sGu >′ )( ，他会投票赞成增加公共产品的数量。 

我们说个人 i拥有单峰偏好

．．．．

（single-peaked preferences），若 GsGu ii −)( 的最大值只有

一个。假设每个人的偏好都是单峰的，令 iG 表示个人 i的效用达到最大值的点。那么，我们

可以断言，唯一的投票均衡是各个 iG 的中值

．．

（median value）。为简单起见，假设每个人的 iG

是不同的，而且投票人的人数为奇数。假设有 1+n 个投票人，则中

．

值

．

投票人

．．．

（median voter）

是指除了这个人之外，有 2/n 的人偏好更多的公共产品、有 2/n 的人偏好更少的公共产品。

如果个人m是中间投票人，则公共产品的投票均衡的数量 G由下式给出 

.)( mvm sGu =′  

这样的均衡称为鲍恩

．．

（Bowen）均衡

．．

。显然这是一个均衡，因为不存在多数人想减少或增

加公共产品的情形。不难证明，这个均衡解是唯一的。 

    一个有趣的问题是将这个数量水平与帕累托有效率的水平进行比较。我们已经知道，公

共产品帕累托有效率的水平满足 

.1)(
1

=′∑
=

e

n

i
i Gu  

我们可以将这个式子写为 

.
1

)(
1

1 n
Gu

n e

n

i
i =′∑

=

 

这个式子的左端是“平均”效用函数的导数，右侧是平均成本份额。因此，公共产品有效率

的水平由下列条件决定：平均平均平均平均

．．

支付意愿必定等于平均成本。而在投票均衡条件下，决定公共

产品均衡数量的是支付意愿的中值中值中值中值

．．

（median）。如果中值消费者想要的公共产品数量，和平

均消费者想要的公共产品的数量相等，那么投票决定的公共产品数量就是有效率的。然而，

一般来说，投票决定的公共产品数量要么过多要么过少，这是因为在多数人投票机制中，最

终结果取决于中值投票人的决定，而中值投票人想要的公共产品数量，与平均投票人相比，

可能过多也可能过少。 

 

例子：拟线性效用和投票 

假设效用函数为 ii xGb +ln ，而且假设每个人必须平摊公共产品的费用，这样每个人所

出的资金占总费用的 n/1 。公共产品有效率的的数量为 ∑=
i ie bG 。投票均衡数量是对中值

投票人来说最佳的数量。令 mb 表示中值投票人偏好的参数，我们有 
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,
1
nG

b

v

m =  

或者 .mv nbG = 因此 

ve GG > 当且仅当 .
1

m
i

i bb
n

>∑  

也就是说，如果平均消费者对公共产品的评价高于中值消费者，那么公共产品有效率的数量

就会大于由多数人投票决定的公共产品的数量。 

 

23.7林达尔（Lindahl）配置 

假设我们试图用价格体系支撑公共产品有效率的配置。我们赋予每个消费者 i按照价格

ip 想“买”多少公共产品就买多少的权利。消费者 i的最大化问题因此为 

),(max
,

ii
Gx

xGu
i

 

使得 .iii wGpx =+  

这个问题的一阶条件为 

i

i

i

i

p

x

u
G

u

=

∂
∂
∂
∂

. 

公共产品的最优数量G是 ip 和 iw 的函数，这就是消费者对公共产品的需求函数，我们将其

写为 ).,( iii wpG  

是否存在一组价格使得消费者自然会选择有效率的公共产品数量？在标准凸性条件

下，答案是肯定的。我们从前面的效率分析中知道，公共产品有效率的产量必定满足 
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因此选择 

i

ii

ii

i

x

xGu
G

xGu

p

∂
∂

∂
∂

=
),(

),(

**

**

*  

就能取得成功。这些价格——支持有效率公共产品配置的价格——称为林达尔

．．．

价格

．．

。 
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我们也可以将这些价格解释为税率。如果公共产品的提供数量为 G，则个人 i支付的税
收为 Gpi 。正因为此，有时人们把林达尔价格称为林达尔

．．．

税

．

。 

 

23.8 需求显示机制 

在本章前面几节，我们已经知道分权化的资源配置方式不适合于公共产品的配置。私人

提供公共产品的方式，通常导致公共产品的数量小于有效率的数量。投票方式则可能导致过

多或过少的公共产品。是否存在某种机制，它导致提供的公共产品数量不多不少刚刚好？ 

为了分析这个问题，我们回到离散公共产品模型。假设 G要么为 0要么为 1。令 ir 表示

个人 i的保留价格，令 is 表示个人 i出资份额。由于提供公共产品花费的成本为 c，因此如

果想要提供公共产品，则个人 i必须出资 csi 。令 csrv iii −= 表示个人 i对公共产品的净值

．．

（net value）。根据我们前面的讨论，如果 0)( >−=∑∑ ii iii i rcsrv ，则提供公共产品就是

有效率的。 

我们可以使用的一种机制是让每个人报告自己的净值，然后将这些净值相加，如果净值

之和大于或等于 0，则提供公共产品。这种方案的缺陷是，它无法让个人有动机显示自己真

实的支付意愿。例如，如果个人 1的净值大于零而且真实净值未必大，但他可能报出一个任

意大的数值。由于他报告出的净值不影响他的实际出资额，但会影响公共产品是否能提供，

因此，他可能报出一个非常大的净值。 

我们如何诱导每个人诚实地诚实地诚实地诚实地

．．．

显示自己对公共产品的真实评价？下面的方案就可以做到

这一点： 

 

格罗夫-克拉克（Groves-Clarke）机制 

（1）每个人对公共产品报出一个价格 ib 。 ib 未必是自己对公共产品的真实评价。 

（2）若 0≥∑i ib ，则提供公共产品；反之，若 0<∑i ib ，则不提供。 

（3）如果提供公共产品，那么每个人 i会收到一笔单方面支付（sidepayments），数额等于

其他人的报价之和∑ ≠ij jb 。（如果该数额为正，个人 i接收它；如果该数额为负，则他必须

支付该数额。） 

下面我们证明每个人的最优选择是如实报出真实的评价。有 n 个人，每个人的真实评

价为 iv ，报出的评价为 ib 。我们需要证明每个人的最优选择是报价 ii vb = ，而不管其他人

如何报价。也就是说，我们想证明说实话是占优策略

．．．．

（dominant strategy）。 

个人 i的收益






<+

≥++
=

∑
∑ ∑

≠

≠ ≠

ij ji

ij ij jiji

b

bbv

.0b0

0b

若

若
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假设 ∑ ≠
>+

ij ji bv 0，则个人 i若报价 ii vb = ，可确保公共产品被提供。另一方面，假设

∑ ≠
<+

ij ji bv 0，则个人若报价 ii vb = ，可确保公共产品不被提供。在上述两种情形下，

个人 i的最优选择都是说实话。不管其他人怎么报价，个人 i没有激励说谎。实际上，在这

种方式下，信息收集机制已经改变了，因此每个人面对的是社会决策问题而不是个人决策问

题，也因此每个人都有激励如实报告自己的偏好。 

不幸的是，上述偏好显示方案有个很大的缺陷。单方面支付的总额可能非常大：这个

总额等于除了个人 i之外的所有其他所有其他所有其他所有其他

．．．．

人的报价总和。因此，诱导个人说真话的代价非常大。 

理想情形是，我们希望能找到某种机制使得单方面支付的总和为零。然而可以证明这

样的愿望一般不可能实现。但是，我们可以设计一种机制使得单方面支付总和总是非正的。

因此，个人可能需要“缴税”但永远不可能得到正的单方面支付。但是由于税收对于投票人

来说是一种“浪费”，这种方式下的公共产品和私人商品的配置不可能是帕累托有效率的。

然而，当且仅当提供公共产品是有效率时，公共产品才会被提供。 

下面我们说说如何能做到这一点。基本的思想如下：我们要求每个人 i还需要额外支付

一笔钱，这笔钱仅取决于其他人的行为而且这些行为不会影响到个人 i的激励。 

令 ib− 表示不包含个人 i的所有其他人报价的向量，令 )( ii bh − 表示个人 i额外支付的钱

数。个人 i的收益如下： 

个人 i的收益






<+−

≥+−+
=

∑
∑ ∑

≠−

≠ ≠−

ij jiii

ij ij jiiiji

bbh

bbhbv

.0b)(

0b)(

若

若

 

显然，这样的机制可以诱导每个人真实报告自己的偏好，原因和前面一样。如果我们

能够明智地选择 ih 函数，就能大幅度减少单方面支付的金额。对 ih 函数的一种漂亮选择是

选择如下形式的函数： 







<

≥
=

∑
∑ ∑

≠

≠ ≠
−

ij j

ij ij jj

ii
b

bb
bh

.00

.0
)(

若

若

 

这样的选择产生了主角机制

．．．．

或关键人机制（pivotal mechanism），也称为克拉克税

．．．．

（Clarke 

tax）。个人 i的收益为： 

个人 i的收益














<<

≥<

<>+

≥≥

=

∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑ ∑

≠

≠ ≠

≠ ≠

≠

i i

i i

i ii

i i

.00b0

00b              -

00bv

00b

ij j

ij ij jj

ij ij jj

ij ji

b

bb

bb

bv

且若

且若

且若

且若

（23.14） 

注意个人 i绝不会得到正的单方面支付；他可能需要缴税，但永远不可能得到补贴。在

方案中加入单方面支付因素后，它的影响是只有当个人 i改变了社会决策时，他才需要缴税。
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例如，请看（23.14）式的第二行和第三行。个人 i只有当他的报价将报价总和由正改变为负

或者由负该为正时，才需要缴税。个人 i缴纳的税额必须等于他的报价对其他人造成的损害

（根据他们的报价计算）。个人 i如果想改变公共产品的提供数量，那么他需要承担的代价

等于他对其他人造成的损害。注意每个人都会发现使用这种决策过程对其自身是有利的，这

是因为他缴纳的税收永远不会大于这个决策对他的价值。 

 

23.9 连续公共产品的需求显示机制 

现在假设我们关心的是连续公共产品的提供问题。如果公共产品的提供数量为 G，则消

费者 i的效用为 

,)()( GsGuGv iii −=  

其中 )(Gui 是他对公共产品的（拟线性）效用函数， is 是他的费用份额。假设要求每个人 i

报告出的他自己的函数 )(Gvi 。 

令 )(Gbi 表示他报告出的函数。政府宣布提供的公共产品数量为

*G ，该数量使得个人

报告函数的总和达到最大值。每个人 i得到的单方面支付等于 ).( *Gb
ji j∑ ≠

 

在这种机制下，如实报出自己的效用函数符合每个人的利益。为了看清这一点，只要

注意到个人 i的最大化问题为 

),()( GbGv
ji ji ∑ ≠

+  

而政府的最大化问题为 

).()( GbGb
ji ji ∑ ≠

+  

个人 i若报告 )()( GvGb ii = ，则他能确保政府选择的公共产品提供数量为

*G ，而这个

数量恰好能使他的效用达到最大。 

和离散情形一样，单方面支付的总额可能非常大。然而，正如前面指出的，如果合理

选择单方面支付，那么这个总额可以大幅度降低。在这种情形下，最好的选择是选择单方面

支付的数额为 ∑ ≠
−

ij jG Gb )(max 。这样，个人 i的净效用为 

.)(max)()( ∑∑ ≠≠
−+

ij jGji ji GbGbGv  

注意，上式中的最后两项之和的符号必定为负。和前面一样，个人 i缴纳的税额等于他对社

会福利的改变额。 

 

注释 

公共产品的效率问题是由 Samuelson(1954)首先系统进行研究的。Bergstrom, Blume & 
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Varian(1986)广泛研究了公共产品的私人提供问题。Lindahl（1919）引入了 Lindahl价格的概

念。需求显示机制则是由 Clarke(1971)和 Groves(1973)引入的。 

 

习题 

23.1. 假设下面的博弈是两个人进行离散公共产品提供问题的解。每个人 i的报价为 ib 。如

果 cbb ≥+ 21 ，则提供公共产品，每个人按照自己的报价 ib 出资；若 cbb <+ 21 ，则不提供

公共产品，每个人都不需要出资。帕累托有效率的结果是这个博弈的一个均衡解吗？还有没

有其他的均衡解？ 

23.2．假设 1u 和 2u 对于 ),( Gxi 都是位似得。推导这两个人为公共产品出资水平的纳什均衡

条件。 

23.3.现在假设两个人的财富不同，但是有着相同的柯布 -道格拉斯型效用函数
αα −= 1),( iii xGxGu 。这两个人的财富差值为多大时才能使得第 2 个人在均衡时的贡献为

零？ 

23.4 假设有n个人，他们有着相同的柯布-道格拉斯效用函数 αα −= 1),( iii xGxGu 。财富总额

w要在 nk ≤ 个人中分配。计算应该提供的公共产品的数量。当 k增大时，公共产品的数量

是如何变化的？ 

23.5 克拉克税能导致帕累托有效率的配置吗？克拉克税能导致帕累托有效率的公共产品数

量吗？ 

23.6 南海中有个土著部落称为 Grads，他们的消费品只有椰子。椰子对他们来说有两种用途：

一是当饭吃；二是在公共宗教祭祀时烧掉椰子。（他们相信这种祭祀对他们有帮助。） 

假设部落中的每个人 i的拥有椰子的初始禀赋为 0>iw ，令 0≥ix 表示此人把椰子当饭吃的

数量， 0≥ig 表示他上交给部落供祭祀用的数量。祭祀用的椰子总量为∑ =

n

i ig
1
。每个人 i的

效用函数为 

GaxxGu iiii ln),( +=  

其中 1>ia 。 

（a）每个人 i在确定自己的祭礼（即上交的椰子数量）时，都假设其他人的祭礼数量是固

定不变的，然后他在这个基础上再确定自己的祭礼数量。令 

∑
≠

− =
ij

ji gG  

表示除了 i之外的所有其他人的祭礼数量。请写出决定 i祭礼数量的效用最大化问题。 

（b）由于所有人的祭礼之和为 ii GgG −+= ，求公共物品（祭礼）的均衡数量。（提示：不

是每个人的祭礼数量都为正） 
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（c）在这个问题中谁将搭便车？ 

（d）在这个经济体中，帕累托有效率的公共产品的提供数量为多少？ 
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24 外部性 
 

当一个人的行为直接影响另外一个人的处境时，我们说存在着外部性

．．．

（externality）。

在消费外部性

．．．．．

（consumption externality）中，某个消费者的效用直接受到其他消费者行为

的影响。例如某个消费者可能受到其他人下列行为的影响：抽烟、喝酒、大声播放音乐等等。

消费者也有可能受到企业的负影响，比如企业制造污染或噪音。 

在生产外部性

．．．．．

（production externality）中，某个企业的生产集受到其他企业行为的影

响。例如，钢厂制造的烟尘直接影响洗衣店晾晒的干净衣物，养蜂人直接影响临近苹果园的

产量等。 

在本章我们进行外部性的经济学分析。我们发现，当存在外部性时一般市场均衡是无

效率的。自然地，我们将分析各种可能导致帕累托有效率结果的资源配置的其他方法。 

当存在着外部性时，福利经济学第一定理不再成立。原因在于存在着某些人们关注但

却没有价格的东西。在这种情形下，如果要想实现有效率的配置就要确保当事人面对他们行

为的正确代价。 

 

24.1 生产外部性的一个例子 

假设有两个企业。企业 1生产的产量为 x，在竞争市场上销售。然而，这些产量也为企
业 2 造成了成本 )(xe 。例如，假设生产技术为 x单位的产品伴随着 x单位的污染，这些污

染危害了企业 2。 

令 p表示产品的价格，两个企业的利润分别为 

).(

)(max

2

1

xe

xcpx
x

−=

−=

π

π
 

假设两个企业的成本函数都是递增且凸的。（企业 2可能会从自身的生产活动中获利，但是

为简单起见，我们不考虑它自身的生产。） 

均衡产量 x由 )( qxcp ′= 。然而，从社会的观点看，这个产量太大了。企业 1考虑的只

是私人成本，即它生产活动给自己造成的成本，但没有考虑社会成本，即私人成本加上它对

其他企业造成的成本。 

为了确定有效率的产量，我们可以这么想：如果这两个企业合并，情形将是什么样的？

企业合并使得外部性内部化。在这种情形下，合并后的企业将最大化总利润 

),()(max xexcpx
x

−−=π  
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这个问题的一阶条件为 

)()( ee xexcp ′+′=                            （24.1） 

产量 ex 是有效率的产量；它由价格等于边际社会社会社会社会
．．

成本这个条件确定。 

 

24.2 外部性问题的解决方法 

经济学家提出过若干种解决外部性的无效率问题的方法。 

庇古税 

这种方法认为，企业 1 面对的是自身行为的错误定价，因此可以征收矫正税，从而达

到有效率的资源配置。这类矫正税称为庇古税

．．．

（Pigovian taxes）。 

例如，假设政府对企业 1每单位产品征收 t元税收，那么企业 1的利润最大化问题的一

阶条件变为 

.)( txcp +′=  

 由于我们假设成本函数为凸，我们可以令 )( exet ′= ，这会引导企业 1选择产量 exx = ，正

如（24.1）确定的那样。即使成本函数不是凸的，我们只要对企业征收非线性税 )(xe ，也能

引导它将外部性的成本内部化。 

这种方法的问题是，它要求征税当局知道外部性成本函数 )(xe 。但是如果征税当局知

道这个成本函数，那么它可以直接告诉企业 1生产多少产量就够了，何必再多此一举征税呢。 

 

缺少外部性的市场 

这种方法认为，问题在于企业 2 关注企业 1 制造的污染数量但却无可奈何。如果设置

污染这种产品的市场，让企业 2能表达它对污染的需求，即污染每减少一单位企业 2愿意支

付 r元，从而借助市场机制达到有效率的配置。 

在我们的模型中， x单位的产品必然伴随着 x单位的污染。如果污染的市场价格为 r，
那么企业 2可以决定出售多少单位的污染（ 1x ），企业 2可以决定购买多少单位的污染（ 2x ）。

这两个企业各自的利润最大化问题变为 

).(max

)(max

22

1111

2

1

xerx

xcrxpx

x

x

−−=

−+=

π

π
 

一阶条件为 
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).(

)(

2

1

xer

xcrp

′=−
′=+

 

当污染的供给等于污染的需求时，我们有 21 xx = ，此时这些一阶条件等价于（24.1）中的

条件。注意，污染的均衡价格 r是负的。这是当然的，因为污染是种厌恶品而不是人们喜欢

的商品。 

更一般地，假设污染和产品不是 1:1生产出的。如果企业 1生产 x单位产品和 y单位污

染，那么企业 1 支付的成本为 ),( yxc 。假设 y从零增加后企业 1生产 x的成本会降低；这

个假设是自然的，因为如果污染增加企业 1自身的生产成本反而增加，那么企业 1自己就会

想法解决污染问题。 

在缺乏控制问题的任何机制时，企业 1的利润最大化问题为 

),(max
,

yxcpx
yx

−  

一阶条件为 

.
),(

0

),(

y

yxc
x

yxc
p

∂
∂=

∂
∂=

 

企业 1将使得污染的价格等于自己的边际成本。在这种情形下，污染的价格为零，因此企业

1制造的污染数量会一直增加直至生产成本达到最小时为止。 

现在我们设置污染这种产品的市场。令每单位污染的价格为 r，企业 1和 2的污染供给

和污染需求分别为 1y 和 2y 。最大化问题为 

).(max

),(max

222

11
,

1

2

1

yery

yxcrypx

y

yx

−−=

−+=

π

π
 

一阶条件为 

.
)(

),(

),(

2

2

1

1

1

y
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y
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x

yxc
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∂
∂=−
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令污染供给和污染需求相等，即 21 yy = ，我们就得到了 x和 21, yy 的有效率水平的一阶条件。 

    这种方法的问题是污染市场上的买方和卖方数量太少，在我们所举的这个例子中只有两

个企业。没有什么特别的原因能让我们相信这样的市场是竞争性的市场。 
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产权 

这种方法认为，基本的问题在于产权没有帮助资源配置实现充分效率。在上面这个例

子中，如果两种生产都是由一个企业负责，不会存在问题。然而，我们将看到市场信号将激

励当事人确定产权的有效率方式。 

如果一个企业的外部性对另外一个企业的运行造成了不利影响，那么一个企业买下另

外一个企业总是有利可图的。协调两个企业的生产行为产生的利润，总是大于企业独自生产

时的利润之和。因此，一个企业愿意按照另外一个企业的市场价值（存在外部性时的市值）

将其买下，因为当外部性在合理调整之后该企业的市值会超过当前的市值。这个论断表明市

场机制本身提供了信号——调整产权将外部性内部化的信号。 

我们在证明福利经济学第一定理时（详见第 18 章），已经说明了上述这样的思想。那

里的论断表明如果某个配置不是帕累托有效率的，那么必定存在着增加总利润的方法。仔细

审查第一定理的证明可知，该定理的全部必要条件是消费者关注的所有商品都要有定价，或

者等价地，消费者的偏好仅取决于自己的消费束。在存在着生产外部性的情形下，我们对于

第一定理的证明过程（详见第 18章）也是成立的，在那里我们证明了帕累托有效率配置处

的总利润大于初始配置的纵利润。如果存在着生产外部性，那么第 18章的这个论证过程表

明存在着可以使总利润增加的其他生产方案——因此，某个企业有激励买下另外一个企业，

协调它们二者的生产，将外部性内部化。 

在本质上，企业将所有相关的生产外部性内部化之前会一直增长壮大。这适用于某些

类型的外部性，但不是所有外部性。例如，它对于消费外部性或者公共产品引起的外部性几

乎是无能为力的。 

 

24.3 补偿机制 

我们在前面指出过，庇古税一般不足以解决外部性问题，原因在于信息不对称：征税

当局一般不知道外部性造成的成本有多大。然而，导致外部性的当事人可能知道。如果是这

样，将外部性内部外就好办了。方案如下：这种方案要设立外部性这种产品的市场，它的机

理在于激励企业正确显示它为别人造成的成本。方法如下。 

宣布阶段。企业 2,1=i 分别报出各自的庇古税税率 it ，不必要求这样的税率是有效率

的税率水平。 

选择阶段。如果企业 1生产 x单位的产品，它必须缴纳 xt2 元的税，企业 2得到 xt1 元

的补偿。除此之外，每个企业还需要支付罚金，罚金的大小取决于它们报出的税率之差。 

罚金的具体形式和我们的目的没有任何关系；只要能做到当 21 tt = 时罚金为零且 21 tt ≠
是罚金为正即可。为了便于说明，我们将罚金表达为

2
21 )( tt − 这种平方形式。在这种情形下，
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企业 1和 2的最终收益为 

.)()(

)()(max

2
2112

2
2121

ttxext

ttxtxcpx
x

−−−=

−−−−=

π

π
 

我们想证明：该博弈的均衡结果涉及外部性生产的有效率水平。为了做此事，我们先

思考一下这个博弈的均衡是由什么构成的。由于该博弈有两个阶段，自然需要一个子博弈

．．．

完美均衡

．．．．

（subgame perfect equilibrium）——也就是说，在这个均衡中，每个企业考虑了

第一阶段选择后果对第二段结果的影响。详细内容请参考第 15章。 

和往常一样，在解这样的博弈时，我们先分析第二阶段。考虑企业在第二阶段的产量

选择。企业 1选择的 x满足条件 

2)( txcp +′=                           （24.2） 

2t 的每个选择，都对应着每个最优选择 )( 2tx 。如果 0)( >′′ xc ，那么容易证明 0)( 2 <′ tx 。 

在第一阶段，每个企业选择选择税率以使得各自的利润最大化。对于企业 1 来说，作

出选择很简单：如果企业 2选择 2t ，那么企业 1希望选择 

.21 tt =                              （24.3） 

为了验证这一点，只要将企业 1的利润函数关于 1t 微分即可。 

企业 2的选择有些棘手，因为它必须认识到它的选择 2t 通过函数 )( 2tx 影响企业 1的产

量。对企业 2的利润函数微分，在微分时要考虑到上述影响，我们有 

.0)(2)())(()( 122122 =−−′′−=′ tttxxettπ              （24.4） 

将（24.3）式代入（24.4）式可得 )(2 xet ′= ，然后将其代入（24.2）可得 

),()( xexcp ′+′=  

这个式子就是效率条件。 

这种方法的机制在于为两个企业设置相互对立的激励。由（24.3）可以看出，企业 1总

是有激励选择与企业 2 宣称的税率相等的税率。但是考虑一下企业 2 的激励。如果企业 2

知道 1会为 2提出较大的赔偿率（税率） 1t ，那么他希望政府对企业 1征收的税收越少越好，

因为这样企业 1会尽可能地多生产。另一方面，如果企业 2认为企业 1提出的赔偿率较低，

那么企业 2希望政府对企业 1征收的税收越多越好。企业 2对于企业 1产量水平无差异的点，

正是企业 2的外部性成本在边际上刚好被补偿的那个点。 

 

24.4 外部性存在时的效率条件 

下面我们推导在存在外部性时的效率条件。假设有两种商品，商品 x和商品 y；再假
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设有两个人。每个人关新对方消费的商品 x的数量，但没人关心对方对商品 y的消费。商品

x和 y的初始数量分别为 x和 y。 

根据第 17章的内容可知，帕累托有效率的配置能在资源既定约束下使得效用之和最大 

),,(),,(max 221121
,

yxxauyxxau
ii yx

+  

使得 ., 2121 yyyxxx =+=+  

一阶条件为 

.
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经过整理，这些条件可以写为 

.
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∂
∂
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∂
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∂

 

效率条件为边际替代率之和等于一个常数。当确定消费者 1增加商品 1的消费是否值得时，

我们必须不仅考虑他愿意为额外一单位商品 1支付多少钱，还必须考虑消费者 2愿意支付多

少钱。这些条件在本质上和公共产品的效率条件是相同的。 

从这些条件可以清楚地看到如何将外部性内部化。只要将 1x 和 2x 看成不同的商品即可。

1x 的价格是 121 / xup ∂∂= ， 2x 的价格是 212 / xup ∂∂= 。如果每个消费者面对他的行为的合

适价格，市场均衡将会导致有效率的产出水平。 

 

注释 

Pigou(1920)和 Coase( 1960)的文献是外部性的经典文献。补偿机制的进一步分析请参见

Varian(1989b)。 
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习题 

24.1假设两个消费者正在考虑应将自己的车开得多快。消费者 i选择的车速为 ix ，他因此得

到的效用为 )( ii xu ；我们假设 0)( >′ ii xu 。然而，车开得越快，这两个人越有可能相撞。令

),( 21 xxp 表示相撞的概率，假设这个函数关于 1x 和 2x 都是递增的，令 0>ic 表示车祸给消

费者 i造成的成本。假设每个消费者的效用关于钱数是线性的。 

（a）证明：从社会的观点看来，每个消费者都有激励开得过快。 

（b）假设若发生车祸消费者 i需要缴纳罚款 it ，为了将外部性内部化， it 应为多大？ 

（c）如果罚款额是最优的，每个消费者支付的总成本（包括罚款）是多少？请将它们与车

祸的总成本进行比较。 

（d）现在假设消费者 i只有在没有车祸时才能得到效用 )(xui ，求这种情形下的最优罚款额。 
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25 信息 
 

在过去的几十年里，经济理论发展最快的一个领域就是信息经济学。在本章，我们将分

析信息经济学的一些基本议题。 

我们将要分析的绝大多数内容都涉及信息不对称的情形，即某个人知道某事情而另外一

个人不知道。例如，雇员比雇主更了解自己能够生产多少产品，再比如生产厂家比潜在的消

费者更了解自己生产的产品质量。 

然而，通过仔细观察雇员的行为，雇主也可能推断出员工生产能力的部分信息。类似地，

消费者可以根据某企业的产品是怎么销售的来判断其质量。好的员工希望雇主能知道他的

好，也有可能希望雇主不知道，因为这取决于雇主怎么支付他们工资。善于生产高质量产品

的员工一般希望雇主知道这一点，但只能生产低质量产品的员工却希望能打扮成高质量的。

因此，信息不对称情形下的行为研究必然涉及当事人之间的策略互动。 

 

25.1 委托人-代理人问题 

很多激励问题都可以使用下列框架进行建模。委托人希望诱使代理人从事某种活动，

这种活动对于代理人来说当然是有代价的。委托人可能不能够直接观察到代理人的行为，因

此他观察产量 x，产量自然是由代理人的行为决定的（至少部分决定）。委托人的问题是设
计有激励的报酬支付方案 )(xs ，从而诱导代理人能代表委托人的利益从事最佳活动。 

委托人-代理人问题的最简单例子是经理和员工之间的例子。经理希望员工能尽最大的

努力来生产尽可能多的产品，而员工在努力程度和激励方案一定的情形下会理性地进行能使

自己效用最大的选择。 

零售企业和消费者之间的例子就不那么明显了。企业希望消费者购买它的产品——这

对于消费者来说是有代价的活动。企业希望按照每个消费者的保留价格来要价——消费者最

高支付意愿。企业不能直接观测到消费者的保留价格，但是它可以观测到不同偏好的消费者

在不同价格下购买的数量。该企业的问题是设计一种定价方案使得自己的利润最大。这是个

垄断企业在实施价格歧视策略时面对的问题，请参考第 14章。 

我们将这类问题称为委托人-代理人问题。在下面各节，我们将分析经理-员工问题，但

不难将这种情形推广到非线性定价等其他情形。 

令 x表示委托人收到的产量，令 a和b表示代理人可能从他的可行行为集 A中选择出

的行为。在下面的内容中若假设可行的行为只有两种，论证起来将比较方便，但我们暂时不

需要使用这个假设。假设最初没有不确定性，因此结果完全由代理人的行为所决定，我们将

这种关系表示为 )(axx = 。令 )(ac 表示行为a的函数， )(xs 表示委托人支付给代理人的激

励性报酬。 
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委托人的效用函数为 )(xsx − ，即产出减去他支付给代理人的激励性报酬；代理人的效

用函数为 )()( acxs − ，即激励性报酬减去他的行为的成本。委托人希望选择函数 )(⋅s ，使得

)(⋅s 是下列最大化问题的解：在代理人最优行为的约束条件下，委托人的效用最大。 

涉及代理人的约束条件通常有两类：第一类约束是代理人可能还有其他的工作选择，

这样的工作能使得他得到保留效用水平（reservation level of utility），因此委托人若想确保代

理人能够愿意为他效劳，就必须确保给与代理人的报酬不能低于上述保留水平。我们将这个

条件称为参与约束（participation constraint）。（这个条件有时称为个人理性约束。） 

第二类约束是激励相容（incentive compatibility）约束：给定委托人选择的激励方案，

代理人选择自己的最优行为。委托人不能直接选择代理人的行为：他能做到的仅是通过选择

激励方案影响代理人的行为。 

我们仅关注两类委托人-代理人问题情形。第一类情形是委托人只有一个，他是垄断者：

委托人设定激励方案，对于该方案来说，只要它大于代理人的保留效用水平，代理人就愿意

接受。在这类情形中，我们希望确定激励方案的性质使得委托人的效用最大。第二类情形是

有很多竞争性的委托人，每个委托人设定自己的激励方案。在这类情形中，我们希望确定均

衡激励方案体系的性质。 

在第一类情形，即委托人是垄断者的情形中，代理人的保留效用水平是外生的：它通

常是与委托人提出的激励方案无关的活动的效用。在第二类情形，即委托人是竞争的情形中，

代理人的保留效用水平是内生的：它是与其他委托人提供的激励方案相关的效用。类似地，

在垄断情形下，目标是使得利润最大化。而在竞争情形下，我们通常假设利润在竞争中消散。

因此，这种情形下，零利润就成为了一个重要的均衡条件。 

 

25.2 完全信息：垄断情形的解 

    我们首先分析一个简单的例子，在这个例子中，委托人完全了解代理人的成本和行为。

在这种情形下，委托人的目标就是确定他希望代理人选择什么样的行为，并且设计能够诱导

代理人选择该行为的激励方案。由于委托人只有一个，我们将这种情形称为垄断情形

（一）

。 

令 a表示代理人可以采取的各种行为，令代理人的产出为他的行为的函数 )(ax 。令b表

示委托人想要诱导代理人选择的行为。（可将b理解为对于委托人来说，代理人“最好的”

的那个行为；将a理解为代理人的“可以选择的”那些行为。） 

最优激励方案 )(⋅s 设计问题可以写为 

))(()(max
)(,

bxsbx
sb

−
⋅

 

使得： ubcbxs ≥− )())(( ，                                     （25.1） 

                                                        
（一） 我们也可以将这种情形称为买方垄断情形，由于我们分析的是买方只有一个而不是卖方只有一个的情
形，但我习惯于使用一般意义上的垄断（包含买方垄断和卖方垄断），因为根据上下文读者自然明白说得是

哪种情形。 
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)())(()())(( acaxsbcbxs −≥−   对于 A中的所有a成立。   （25.2） 

条件（25.1）是参与约束，它的意思是说，代理人得到的报酬必须不能小于他的保留效

用水平，否则他可以选择不参与；条件（25.2）是激励相容约束，它是指代理人会发现选择

b是最优的，而这正好是委托人想要的。注意，在这种激励方案中，委托人选择的是代理人

的行为b，虽然他不是直接选择而是诱导代理人自行选择的。委托人面对的约束是，确保代

理人想采取的行为正好是委托人希望的那个行为。 

尽管这个最大化问题看上去有些特别，但容易看到它的解是平凡的。下面我们就说明

这一点。暂时不用考虑激励相容约束，而将注意力放在目标函数和参与约束，可以看到：对

于任何 x，委托人希望 )(xs 尽可能地小。由（25.1）中的参与约束可知，这意味着 ))(( bxs

应该等于 )(bcu + ；也就是说，委托人支付给代理人的报酬扣除代理人的成本之后，剩下的

只是代理人的保留效用水平。 

因此，从委托人的角度看，最优行为是使得 )()( bcubx −− 最大的那个行为。将这个

行为称为

*b ，相应的产出水平为 )( ** bxx = 。我们的问题是：委托人能否设定某个激励方

案 )(xs 使得

*b 称为代理人的最优选择？这容易做到：委托人只要选取能满足

)())(()()( ** acaxsbcxs −≥− 的任何函数 )(xs 即可。例如，令 







≠∞−

=+
=

)(

)()(
)(

*

**
*

bxx

bxxbcu
xs  

这个激励方案称为目标产出方案

．．．．．．

（target output scheme）：委托人为代理人设定既定的目标

产出

*x ，代理人若实现该目标就可以得到与他的保留价格相等的报酬，否则就会受到狠狠

的惩罚。（实际上，惩罚性报酬只要小于代理人能达到设定的目标而得到的报酬，就可实现

这一目的。） 

解决激励问题的方案有很多，我们上面给出的只是其中一种。下面再举一个例子。在

这个例子中，我们选择的是线性激励报酬

．．．．．．

（linear incentive payment） Faxaxs −= )())(( 。

在这种情形下，代理人向委托人支付一笔固定租金 F 后就可以得到他自己的全部产出。这

种方案可行，因为代理人有激励选择使 )()( acax − 最大的那个行为。委托人对于 F 的选取

要能使得代理人正好满足参与约束，即 ubcbxF −−= )()( **
。在这种情形下，代理人是产

出的剩余索取者

．．．．．

（residual claimant）。一旦代理人向委托人支付了租金 F，代理人就可以得

到所有剩下的利润。 

关于完全信息情形下委托代理问题的解，有几点需要注意。首先，激励相容约束实际

上不是“束紧的”（binding）。一旦选定了最优产出水平，总可以选择某个激励方案使得该

产出水平是代理人的最优选择。其次，由于激励相容约束不是束紧的，帕累托有效率的产量

水平总会被生产出来。也就是说，不存在委托人和代理人都偏爱的另外一种产量水平。这一

结论可从下列事实推导出来——无激励约束情形下的最大化问题是帕累托最优化的标准形

式：在维持其他人效用不变的情形下，最大化其中一人的效用。 
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这些激励方案存在的问题是它们对信息的轻微扰动非常敏感。例如，假设投入和产出

之间的关系不是完全确定的。也许系统中存在着某些“噪音”，从而低产量是由运气差而不

是不努力导致的。在这种情形下，我们在上面描述的激励方案类型可能不再合适。如果代理

人在完成目标产量水平时只能得到工资，那么他的期望效用——随机产量的均值——可能低

于他的保留效用水平。因此他可能拒绝参与。 

为了满足参与约束，委托人提供给代理人的报酬支付方案必须能使代理人得到他的保

留效用水平。这样的方案通常涉及若干个产量水平上的正的报酬，因为这些不同的产量水平

可能都与目标努力水平相一致。这种问题称为隐藏行动

．．．．

（hidden action）的激励问题，这是

因为委托人通常不能完全观察到代理人的行动。 

我们感兴趣的第二种不完全信息是，委托人不能完全观测到代理人的目标函数。代理

人的种类可能有很多种，即他们的效用函数或成本函数是不同的。委托人设计的激励方案，

在平均意义上，必须能够很好地应付任何类型的代理人。这种激励问题称为隐藏信息

．．．．

（hidden information）问题，因为问题出在代理人的种类信息对于委托人来说是隐藏的。下

面我们将分析这两种激励问题。 

 

25.3 完全信息：竞争解 

在讨论上述两种激励问题之前，我们先考察竞争性环境中的完全信息的委托代理问题。

正如上面指出的，完成模型的一种方法是增加一个条件：竞争迫使利润为零。 

为了便于说明，假设有一组工厂老板和一组相同的工人。每个工厂老板设定一个激励

方案，试图将工人吸引到自己的工厂。为了吸引工人，工厂老板们必须彼此竞争；另外一方

面，为了得到工作，工人们也必须彼此竞争。 

一个既定工厂老板面临的问题和垄断情形下的问题是一样的：他知道诱使各种努力水

平所需的成本，也知道为了吸引工人到他自己工厂而花费的成本，从而选择合适的组合来使

得收入与成本之差最大化。 

我们已经看到，在这种情形下，一种最优的激励方案为：报酬是产量的线性函数，即

( )s x x F= − 。在垄断模型中，F 由参与约束决定 

* *( ) ( )x b F c b u− − = ， 

其中u 是个外生变量，是从其他活动得到的效用水平。 

在竞争模型中，这通常不合适。在竞争性框架下，确定F 的方法是假设参与约束不是

束紧的，但是行业中的竞争迫使利润为零。在这种情形下，F 由下列条件决定 

( ) 0x x F− − = , 

这意味着 0F = 。工人们攫取了所有边际产品，而且“垄断租金”被压低为零。 
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均衡租金为零这个事实，是由规模报酬不变技术人为造成的结果。如果工厂老板的固

定成本为 K，那么均衡条件要求 F=K。 

从正式的观点来看，垄断解和竞争解的区别在于租金 F是如何决定的。在垄断模型中，

正是这个租金数额使得工人在为委托人工作与从事其他活动之间无差异。在竞争模型中，租

金是由利润为零这个条件所决定。 

 

25.4 隐藏行动：垄断解 

在本节，我们将考察一个简单的委托代理关系模型，在这个模型中行动不可被直接观

测到。为便于分析，我们将作出一些假设。特别地，我们将假设可能的产量水平

1( ,..., )nx x 为有限个。代理人的行动选择有两种：a或b，他的行动将影响

各种产量水平出现的概率。因此，我们令 iaπ 表示代理人选择行动a时产量水平 x能被观测

到的概率， ibπ 的意思类似。令 ( )i is s x= 表示如果委托人观测到产量水平 x而支付给代理的

人报酬。于是，代理人选择比如行动b时委托人的期望利润为 

1

( )
n

i i ib
i

x s π
=

−∑                               （25.3） 

至于代理人，我们假设他是厌恶风险的，而且追求某个关于报酬的冯.诺依曼-摩根斯坦

效用函数 ( )iu s 的最大化。假设代理人的行动成本 ac 线性地进入他的效用函数。因此，代理

人会选择行动b如果 

1 1

( ) ( )
n n

i ib b i ia a
i i

u s c u s cπ π
= =

− ≥ −∑ ∑                     （25.4） 

他将选择行动a，如果在上面不等式中出现的是≤。这是激励相容约束。 

我们假设代理人还有一个行动选择，即他可以不参与委托人的生产。假设代理人不参

与，他得到的效用为u 。因此，代理人通过参与委托人生产而得到的期望效用必定满足： 

1

( )
n

i ib b
i

u s c uπ
=

− ≥∑                         （25.5） 

这是参与约束。 

    委托人希望在约束条件（25.4）和（25.5）之下使得（25.3）最大化。最大化发生在行

动b和报酬 ( )is 上。注意，在这个问题中，委托人和代理人都试图使自己的收益最大。代理

人将会选择行动b，在委托人设定激励系统 ( )is 情形下，这是代理人的最优选择。理解了这

一点之后，委托人希望他提供的激励报酬对于委托人是最优的。因此，委托人在制定激励报

酬时必须将代理人随后的行动作为一个约束条件。在本质上，委托人是在考虑相关成本的情

形下，为代理人选择委托人想要的行动，也就是说，他设计的激励报酬必须能使得委托人想

要代理人选择的行动，也正好是代理人自身想要选择的行动。 
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委托人可以观测到代理人的行动 

在上一节讨论的完全信息问题中，报酬方案是建立在行动还是产量上是无关紧要的。

这是因为行动和产出之间是一一对应的关系。在现在的不完全信息的问题中，这种区分非常

重要。如果报酬可以建立在行动之上，那么委托人就有可能实施最优（first-best）的激励方

案，即使产出是随机的。在这种情形下，委托人全部的工作就是：首先确定代理人各种可能

行动带给委托人的（期望）利润；然后诱导代理人选择使得委托人期望利润最大的行动。 

为了用数学表示，假设委托人支付的报酬是委托人选择的行动（而不是产量）的函数。

于是，代理人得到的报酬为 ( )s b 。注意，这个报酬是确定性的，因此，代理人的效用为

1

( ) ( ( ))
n

i ib b b
i

u s c u s b cπ
=

− = −∑ 。于是，上面描述的激励问题简化为 

( ),
1

max ( )

s.t. ( ( ))

( ( )) ( ( )) .

n

i ib
s b b

i

b

b a

x s b

u s b c u

u s b c u s a c

π
=

−

− ≥
− ≥ −

∑

 

这与前面考察的完全信息问题是一样的：激励相容约束是不重要的。 

    委托代理问题的有趣版本只有在下列情形下才会发生：代理人的行动是隐藏的，因此激

励报酬只能建立在产量水平上。在这种情形下，委托人支付给代理人的报酬必须是随机的，

而且最优激励方案涉及委托人和代理人的某种程度的风险共摊。当产量较小时，委托人想支

付的报酬也小，但问题是委托人无法判断产量小的原因——是由于代理人偷懒导致的，还是

由于运气不好导致的。如果委托人对低产量的处罚过重，那么他就对代理人施加了过多的风

险，为了补偿这种风险，委托人必须支付更高水平的报酬。这是委托人在设计最优激励方案

时必须面对的权衡。 

假设不存在激励问题，唯一的问题是风险共摊问题。在这种情形下，委托人的最大化

问题为 

( )
1

1

max ( )

s.t. ( )

i

n

i i ib
s

i

n

i ib b
i

x s

u s c u

π

π

=

=

−

− ≥

∑

∑
 

令λ表示约束条件的拉格朗日乘子，那么一阶条件为 

( ) 0ib i ibu sπ λ π′− − = ， 

这意味着 ( )iu s′ 是个常数，从而 is 是个常数。在本质上，委托人承保了代理人的全部风险。

这是自然而然的，因为委托人是风险中性的而代理人是风险厌恶的。 
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    当存在某个激励约束时，上面这个解通常不是合理的。如果委托人提供了足额保险，代

理人不会关心实际产出水平，因此代理人没有动机选择委托人想要的行动：如果代理人得到

某个确定性的报酬，而不管他的努力水平如何，那么代理人为何要辛苦工作呢？最优激励合

同的设计涉及到下面二者之间的权衡：一是委托人承保代理人带来的收益；二是这种保险产

生的激励成本。 

 

最优激励方案的分析 

我们使用下面策略分析最优激励方案的设计。首先，我们将确定能必然诱导出各个可

能行动的最优激励方案。然后我们将比较致谢方案带给委托人的效用，判断哪个方案对他来

说成本最小。为简单起见，假设行动只有两种即a和b，并且我们的问题是如何设计方案才
能诱导出行动b。令 ( )V b 表示委托人设计的能诱导委托人选择b的方案带给委托人的最大

可能的效用。委托人面对的最大化问题为  

( )
1

( ) max ( )
i

n

i i ib
s

i

V b x s π
=

= −∑  

1

s.t. ( )
n

i i ib b
i

u s c uπ
=

− ≥∑                       （25.6） 

   
1 1

( ) ( )
n n

i i ib b i i ia a
i i

u s c u s cπ π
= =

− ≥ −∑ ∑          （25.7） 

此处，条件（25.6）为参与约束，条件（25.7）为激励相容约束。 

在这个最大化问题中，目标函数是线性的，约束条件是非线性的。尽管我们可以直接

分析这个问题，但是为了图形处理的方便，我们有必要将这个问题重新表述为约束条件为线

性、目标函数为非线性的形式。令 iu 为结果 i带来的效用，因此 ( )i iu s u= 。令 f 表示效用

函数的反函数，将其写为 ( )i is f u= 。函数 f 表明了委托人提供给代理人效用 iu 而花费的成

本。容易证明 f 是递增的凸函数。使用函数 f 重写（25.6）和（25.7）可得 

( )
1

( ) max ( ( ))
i

n

i i ib
u

i

V b x f u π
=

= −∑  

1

s.t.
n

i ib b
i

u c uπ
=

− ≥∑                       （25.8） 

1 1

n n

i ib b i ia a
i i

u c u cπ π
= =

− ≥ −∑ ∑              （25.9） 

在这里，我们将最大化问题看成为代理人选择一个效用分布，其中委托人提供效用 iu 的成

本为 ( )i is f u= 。 

当 2n = 时，我们可用图形分析这个问题。在这种情形下，产量水平只有两个： 1x 和 2x 。



 

曹乾（东南大学 caoqianseu@163.com） 406 

委托人知需要设定两个效用水平：一个为 1u ，它表示当产量为 1x 时代理人得到的效用；另

外一个为 2u ，它表示产量为 2x 时代理人得到的效用。 

 

 

图图图图 25.1：：：：隐藏行动情形下的委托隐藏行动情形下的委托隐藏行动情形下的委托隐藏行动情形下的委托-代理问题的可行集代理问题的可行集代理问题的可行集代理问题的可行集。参与线的东北区域满足参与约束。激

励相容线西北的区域满足激励相容约束。这两个区域的交为阴影区域。 

 

图 25.1 给出了（25.8）-（25.9）确定的约束集。代理人选择行动a或b时的无差异曲

线是具有下列形式的直线 

1 1 2 2b b bu u cπ π+ − =常数， 

1 1 2 2a a au u cπ π+ − =常数。 

考察激励相容约束（25.9），并且考虑效用组合 1 2( , )u u ——代理人正好在行动b和 a之间无

差异的那些点。这些点是行动 a的无差异曲线与代表同等效用水平的行动b的无差异曲线的
交点。这样的效用组合 1 2( , )u u 满足方程 

1 1 2 2 1 1 2 2 .b b b a a au u c u u cπ π π π+ − = + −  

将 2u 视为 1u 的函数，解出，可得 

1 1
2 1 1

2 2 2 2 2 2

.a b b a b a

a b b a b a

c c c c
u u u

π π
π π π π π π

− − −= + = +
− − −

          （25.10） 
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1u 的系数为 1，这是因为 

1 2 1 2 1.a a b bπ π π π+ = + =  

由此可知，（25.10）式中确定的激励相容线的斜率为+1。行动b比行动a更受代理人偏好的

区域是位于这条直线上方的区域。 

参与约束要求 

1 1 2 2 .b b bu u c uπ π+ − ≥  

上述条件以等式成立时的集合 1 2( , )u u 就是代理人的一条b无差异曲线。相交区域满足激励

相容约束，满足参与约束的区域请见图 25.1。 

这个图也画出了 45度线。这条 45度线比较重要，因为它画出了满足 1 2u u= 的效用组

合 1 2( , )u u 。我们已经看到如果不存在激励相容约束，委托人只要承保代理人即可，而且最

优解满足条件 1 2u u u= = 。 

 

图图图图 25.2：：：：委托代理问题的两种解委托代理问题的两种解委托代理问题的两种解委托代理问题的两种解。在 A 图中，我们画出的是在最优解中代理人需要承担一

定风险的情形；在 B图中，足额保险是最优的。 

由于存在激励相容约束，足额保险的点可能不是可行的。委托代理问题的解的性质，

取决于激励相容线是否与纵轴或者横轴相交。我们已经在图 25.2 中画出了这些情形。为了

找到最优解，我们只要画出委托人的无差异曲线即可。这些无差异曲线的形式为 

1 1 1 2 2 2( ( )) ( ( ))b bx f u x f uπ π− + − =常数. 

委托人的效用随着 1s 和 2s 的下降而增加。我们如何知道委托人无差异曲线的斜率？这些斜

率由下式给出 
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1 1

1 2

( )
.

( )
b

b

f u
MRS

f u

π
π

′
= −

′
 

当 1 2u u= ，我们必定有 1 2/b bMRS π π= − 。由于代理人的无差异曲线是由 1 1 2 2b bu uπ π+ =常
数这个条件确定的，当 1 2u u= 时代理人的无差异曲线也为 1 2/b bπ π− 。因此，委托人的无差

异曲线必定与代理人的无差异曲线交在 45度线上。这只不过是下列事实在几何图形上的反

映：如果不存在激励问题，委托人将足额承保代理人。 

因此，如果足额保险解是可行的，如图 25.2B所示，那么它将是最优解。如果足额保险

解是不可行的，我们发现在最优解中，代理人将承担一定风险。 

为了从几何图形上考察最优激励方案的性质，我们回到 n 个结的情形，并且对

（25.6-25.7）描述的最大化问题建立拉格朗日函数。 

1 1 1

( ) ( ) ( )( )
n n n

i i ib b i ib b a i ib ia
i i i

x s c u u s u c c u sπ λ π π π
= = =

   = − − + − − − − −   
   

∑ ∑ ∑L . 

为得到库恩-塔克一阶条件，我们将这个式子对 is 微分： 

( ) ( )[ ] 0.ib i ib i ib iau s u sπ λ π µ π π′ ′− + + − =  

将这个式子两侧同除以 ( )ib iu sπ ′ 并整理，即可得到确定激励方案形状的基本方程： 

1
1 .

( )
ia

i ibu s

πλ µ
π

 
= + − ′  

                        （25.11） 

我们通常期望保留效用受到的约束是束紧的（binding），从而 0λ > 。 

第二个约束的问题更大；我们已从图形分析中知道，这个约束可能是束紧的，也可能

不是。假设 0µ = 。那么（25.11）式意味着 ( )iu s′ 等于某个常数1/ λ ；即，代理人得到的报
酬和结果无关。由此可知 is 等于某个常数 s ，将其代入激励相容约束，可知 

1 1

( ) ( ) .
n n

ib b ia a
i i

u s c u s cπ π
= =

− > −∑ ∑  

由于每个概率分布的和等于 1，这意味着 

.a bc c>  

因此，这个情形只有当委托人偏好的行动同时也是代理人的低成本行动时才会发生。图25.2B

画出了这种情形，在这种情形下，委托人和代理人之间不存在利益冲突，而且委托人为代理

人提供保险。 

下面我们分析第二个约束为束紧约束的情形，在这种情形下 0µ > ，我们看到代理人得

到的报酬 is 将随着结果 ix 的变动而变动。在这种情形下，委托人想要的行动是代理人的高

成本行动，因此代理人得到的报酬将取决于比值 /ia ibπ π 的行为。 
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在统计文献中， /ia ibπ π 通常使用或然率比值表示的。它衡量的是给定代理人选择行动

a时观测到 ix 的可能性与给定代理人选择行动b时观测到 ix 的可能性的比值。这个比值越

高，意味着代理人越有可能选择行动a；这个比值越低，意味着代理人越有可能选择行动b。 

公式中含有或然率比值强烈地意味着最优激励方案的设计与统计推断问题密切相关。

这表明我们可以将统计文献中的正则（regularity）条件与最优方案的行为分析联系起来。例

如，一个常用的条件，即单调或然率比值性质（Monotone Likelihood Ratio Property），要求

比值 /ia ibπ π 关于 ix 单调递减。如果这个条件得以满足，那么由此可知 ( )is x 将是关于 ix 的

单调递增函数。详细内容可参考Milgrom（1981）。（25.11）式的显著特征是最优激励方案是

如此简单：在本质上，它是或然率比值的线性函数。 

 

例子：比较静态 

和往常一样，我们可以通过考察这个问题的拉格朗日函数来了解最优激励方案的一些

信息。包络定理告诉我们：委托人最优值函数关于这个问题的某个参数的导数，正好等于拉

格朗日函数关于这个参数的导数。 

例如，拉格朗日函数关于 ac 和 bc 的导数分别为 

( ).

a

b

c

c

µ

λ µ

∂ =
∂
∂ = − +
∂

L

L
                        （25.12） 

我们可以使用这些导数回答下列古老问题：胡萝卜和大棒哪个更好？将胡萝卜想象为选择行

动b降低的成本，将大棒想象为选择行动 a增加的等量成本。根据（25.12）式可知，一个

行动所降低的微小成本，与另外一个行动的等量的成本增加相比较，前者总是带给委托人更

大的效用。实际上，胡萝卜放松了两个假设，而大棒只放松了一个。 

接下来，我们考察概率分布的微小变动（ iadπ ）。这个变动对委托人效用的效应为 

1

( ) .i ia
i

d u s dµ π
=

= − ∑L  

这表明当激励相容方案是束紧（binding）从而 0µ > 使，委托人和代理人的利益在关于可选

行动的概率分布变动上是截然相反的：任何使得代理人状况变好的变化，必定使得委托人的

状况变差。 

 

例子：均值-方差效用下的委托代理模型 

下面我们介绍一个简单的激励方案问题，这个方案来自 Holmstrom and Milgrom（1987）。

令行动a表示代理人的努力水平，令 x a ε= + ɶɶ 表示委托人观察到的产量水平。随机变量εɶ服
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从均衡为零、方差为

2σ 的正态分布。 

假设委托人选择的激励方案是线性的，因此 ( )s x x aδ γ δ γ γε= + = + + ɶɶ ɶ 。其中δ 与γ 是
待确定的参数。由于委托人是风险中性的，他的效用为 

[ ( )] [ ] (1 ) .E x s x E a a aε δ γ γε γ δ− = + − − − = − −ɶ ɶɶ ɶ  

假设代理人的效用函数是不变绝对厌恶风险的（constant absolute risk averse）： ( ) rwu w e−= − ，

其中 r是绝对厌恶风险系数，w为财富水平。代理人的财富就是 ( )s x xδ γ= +ɶ ɶ。因为 xɶ是

正态分布的，所以财富也是正态分布的。我们在第 11章 11.7节（均值方差效用例子）已经

知道，在这种情形下，代理人的效用线性地取决于财富的均值和方差。由此可知，与激励方

案 ( )s x xδ γ= +ɶ ɶ相伴的代理人的效用为 

2
2.

2

r
a

γδ γ σ+ −  

代理人的目标函数是效用与努力所耗费的成本 ( )c a 之差，他的问题是使该目标函数最

大： 

2
2max ( ).

2a

r
a c a

γδ γ σ+ − −  

这个问题的一阶条件为 

( )c aγ ′=                            (25.13) 

委托人的最大化问题是在下列两个约束条件下确定最优的δ 和γ ：一个约束是代理人
得到的效用不能小于他的保留效用水平u ；另外一个约束是激励约束（25.13）。这个约束最

优化问题可以写为 

, ,

2
2

max (1 )

s.t. ( )
2

( ) .

a
a

r
a c a u

c a

δ γ
γ δ

γδ γ σ

γ

− −

+ − − ≥

′ =

 

 

 

 

 

 

 

在第一个约束条件中求出δ ，在第二个约束条件中求出γ ，将它们代入目标函数。经过化简，
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可得 

2
2( )

max ( ).
2a

c a r
a c aσ

′
− −  

这个问题的一阶条件为 

21 ( ) ( ) ( ) 0.rc a c a c aσ′ ′′ ′− − =  

将 ( )c a γ′ = 代入，可得 

2

1

1 ( )rc a
γ

σ
=

′′+
. 

这个式子表明了解的本质特征。如果

2 0σ = ，即不存在风险时，我们有 1γ = ：最优激励方

案的形式为 s xδ= + ɶ。如果 2 0σ > ，我们有 1γ < ，因此代理人承担部分风险。不确定性

越大，或代理人越厌恶风险，γ 越小。 

 

25.5 隐藏行动：竞争性市场 

如果有很多委托人在他们提供的激励合同上展开竞争，结果将是怎样的？在这种情形

下，我们希望假设：竞争迫使委托人的利润为零，从而均衡合同必定正好盈亏平衡。在这种

情形下，图 25.2仍然适用，但是我们需要重新解释等利润线和无差异曲线的水平。 

在竞争性市场中，参与约束不是束紧的（binding），而且零利润条件确定了委托人的一

条特定等利润线。和垄断情形一样，这种情形下存在两种可能的均衡格局：足额保险（full 

insurance）或不足额保险（partial insurance）。 

在足额保险合同上，所有工人都得到固定数额的报酬，不管他们生产多少产量。工人

们的反应是付出最低的努力水平。在不足额保险合同均衡上，工人的工资取决于他的产量水

平。由于工人承担的风险越大，为了增加工资，他付出的努力水平越大，从而使得产量水平

可能越高。 

    考虑图 25.3 中的不足额保险情形。为了使得它成为一个均衡，需要保证不存在能为代

理人带来更高效用和为委托人带来更高利润的其它合同。根据这个构造，不存在能诱使具有

这些性质的行动b；然而，可能存在某个合同，它能诱导出更受当事人帕累托偏好的行动a。

所谓更受帕累托偏好是指这个合同使得委托人的利润为正，并且使得代理人更偏好这个合

同。 

为了看清是否存在这样的合同，我们画出行动a的无差异曲线，使得它穿过不足额保险

合同和行动a的零利润线。如果令利润线不与更受工人偏好的区域相交，如图 25.3a所示，

那么不足额保险合同是个均衡。如果零利润线与更受工人偏好的区域相交，如图 25.3b所示，

那么这个合同不可能是个均衡，这是因为某个企业可以提供足额保险合同，使得该合同能带

来正的利润而且使得工人更偏好这个足额保险合同。在这种情形下，不存在均衡。 
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图图图图 25.3：：：：均衡合同均衡合同均衡合同均衡合同。在 A图中，不足额保险合同是个均衡。在 B图中，不足额保险合同不

是个均衡，这是因为行动a的零利润线与代理人更偏好的集合相交。 

 

例子：保险市场上的道德风险 

在保险市场上，带有隐藏行动的委托代理问题称为道德风险问题

．．．．．．

（moral hazard 

problem）。“道德风险”是指购买保险合同的人不会采取合理的预防措施水平。我们在下列

背景下考察这个问题。这个背景就是我们在第 11章 11.5节（保险需求的例子）分析的例子。 

假设有很多相同的消费者，他们正在考虑购买汽车偷窃险。如果某个消费者的汽车被

偷，他承担的损失为 L。令状态 1为消费者的汽车被偷的自然状态，状态 2为未被偷的自然

状态。汽车被偷的概率取决于消费者（车主）的行动，比如他是否锁好了车。令 1bπ 表示消

费者为车上锁情形下汽车被偷的概率， 1aπ 表示消费者忘记锁车情形下汽车被偷的概率。令

c表示锁车需要花费的成本，令 is 表示消费者在状态 i下从保险公司得到的净钱数（赔偿）。

最后，令w表示消费者的财富。 

假设保险公司希望消费者锁车，激励问题为 

1 2
1 1 2 2

,

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

max

s.t. ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

b b
s s

b b

b b a a

s s

u w s L u w s u

u w s L u w s c u w s L u w s

π π

π π
π π π π

+

− − + − ≥
− − + − − ≥ − − + −

 

    如果不存在激励问题[因此汽车被偷的概率与消费者（代理人）的行为无关）]，而且如

果保险市场上的竞争迫使保险公司的期望利润为零，我们在第 11章 11.5节（保险需求的例

子）中已经知道，最优解将是 2 1s s L= + 。也就是说，保险公司将向消费者提供足额保险，

因此消费者的财富在汽车被偷和未被偷的情形下是完全相等的。 

当损失概率取决于消费者（代理人）的行动，足额保险将不再是最优的。一般来说，
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委托人希望使得代理人的消费取决于代理人自身的选择，从而使得代理人有预防损失的激

励。在这种情形下，消费者对保险合同的需求是理性的。消费者希望在精算公平费率下购买

更多的保险，但是保险公司不会提供这样的保险合同，因为这种做法将导致消费者对损失的

预防不足。 

在竞争情形下，参与约束不是束紧的，均衡由零利润条件和激励相容约束确定： 

* *
1 1 2 2

* * * *
1 1 2 2 1 1 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ).
b b

b b a a

s s

u w s L u w s c u w s L u w s

π π
π π π π

+ =

− − + − − = − − + −
    （25.14） 

这两个式子确定了均衡

* *
1 2( , )s s 。和往常一样，我们必须验证从而保证不存在能打破这个均

衡的足额保险合同。如果不作出额外的假设条件，这样的合同是可能存在的，因此这个模型

不存在均衡。 

 

25.6 隐藏信息：垄断 

我们现在考察另一类委托代理问题，在这种情形下，代理人的效用或成本函数信息是

不可观测到的。为简单起见，假设代理人的种类只有两种，可按照成本函数对他们进行区分；

另外令代理人的行为是他生产的产量水平。我们仍然沿用前面的委托代理模型，但是现在假

设委托人能够完全观测到代理人的产量，但是某些代理人发现他们的成本高于另外一些代理

人。委托人能够完全看到代理人的行动，但他无法知道这些代理人的行动所花费的成本。 

令 tx 和 ( )tc x 分别表示 t类代理人的产量和成本函数。更具体一些，令类型 2代理人是

高成本的代理人，因此对于所有 x都有 2 1( ) ( )c x c x> 。令 ( )s x 表示代理人得到的报酬，它

是产量的函数，并且假设 t类代理人的效用函数为 ( ) ( )ts x c x− 。委托人不能肯定他面对的

代理人是哪一类的，但他为 t类代理人赋予概率 tπ 。和往常一样，我们要求每个代理人得到

的效用不能小于他的保留效用水平，为简单起见，假设保留效用水平为零。 

为简单起见，我们进一步假设成本函数具有下列性质：高成本代理人的边际成本也高，

即对于所有 x 都有 2 1( ) ( )c x c x′ ′> 。这个性质有时称为一次相交性质（ single-crossing 

property），这是因为它意味着类型 1代理人的任何给定的无差异曲线与类型 2的任何给定的

无差异曲线最多相交一次。我们给出下列简单事实，我们要求你在习题中证明它： 

 

一次相交性质。假设对于所有假设对于所有假设对于所有假设对于所有 x都有都有都有都有 2 1( ) ( )c x c x′ ′> ，，，，那么对于任何两个不同的产量水平那么对于任何两个不同的产量水平那么对于任何两个不同的产量水平那么对于任何两个不同的产量水平

2 1x x> ，，，，我们必定有我们必定有我们必定有我们必定有 2 2 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )c x c x c x c x− > − 。 

为了更好地理解激励方案问题，我们首先考虑在委托人能够观测到代理人的成本函数

的情形下，最优激励方案是什么样的。在这种情形下，委托人具有充分信息，因此解在本质

上就是我们前面讨论过的目标产量问题。委托人只要使得总产量减去总成本

1 2 1 1 2 2( ) ( )x x c x c x+ − − 最大即可。这个最大化问题的解要求

*( ) 1t tc x′ = （其中 1,2t = ）。因
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此，委托人支付给代理人的报酬恰好等于代理人的保留效用水平，

*( ) 0t t ts c x′− = 。 

我们将上述情形画在图 25.4 中。在此图中，我们用纵轴表示边际成本，用横轴表示产

量。 t类代理人生产的产量为 *
tx ，此时 *( ) 1t tc x′ = 。如果委托人能够明确明确区分这两类代

理人，他只需要求 t类代理人生产产量 *
tx 即可，和前面的例子一样，这是一种目标产量方案。

即， t类代理人得到的报酬为：在 *x 的产量上，他得到的报酬为 * *( ) ( )t t ts x c x= ；在所有其

它产量 x上，他得到的报酬 ( ) ( )t ts x c x< 。 

 

 

图图图图 25.4：：：：隐藏信息情形下的隐藏信息情形下的隐藏信息情形下的隐藏信息情形下的委托代理问题委托代理问题委托代理问题委托代理问题。在最优（first-best）方案中，1 类代理人生产产

量

*
1x ，2类代理人生产产量 *

2x 。 

 

    这意味着每个代理人的总剩余被委托人攫取了。反映在图形上，1类代理人得到的报酬

为（ A B+ ），这正好等于他的总生产成本；类似地，类型 2的代理人得到的报酬（ A D+ ）

也等于类型 2代理人的总成本。 

这种方案的问题是它不满足激励相容约束。如果高成本代理人正好满足他的参与约束，

低成本代理人必定偏好

*
2 2( , )s x 而不是

*
1 1( , )s x 。用符号表示， 

* * *
2 1 2 2 2 2 1 1 1( ) ( ) 0 ( )s c x s c x s c x− > − = = −  

这是因为对于所有 x都有 2 1( ) ( )c x c x> 。反映在图形上，低成本代理人偏爱冒充成高成本代

理人，从而只生产产量

*
2x ，这样低成本代理人得到了面积为D的剩余。 
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这种道德风险问题的一种解决方法是改变报酬。假设如果产量为

*
2x ，支付给代理人的

报酬为 A，但是如果产量为 *
1x ，支付报酬 A D+ 。这使得低成本代理人得到了净剩余D，

从而使得这类代理人在生产

*
1x 和 *

2x 之间是无差异的。 

这种方案当然是可行的，但对于委托人来说，它是最优的吗？答案为否定的，这存在

着一种有趣的解释。假设我们稍微降低高成本代理人的目标产量。由于代理人的最优产量（站

在代理人的角度）是使得价格等于边际成本，这只会导致利润的一阶减少：产量的减少量正

好等于 2类代理人报酬的减少量。 

但是由于现在 2x 和面积D都变小了，低成本代理人生产 2x 得到的报酬也变小了。这样，

高成本代理人的产量和得到的报酬都减少了，从而使得这样的产量水平对于低成本代理人缺

乏吸引力。这种做法的效应大于一阶效应，这是因为现在低成本代理人在边际成本小于 1

之处生产。 

 

 

图图图图 25.5：：：：利润增加利润增加利润增加利润增加。如果稍微降低高成本代理人的目标产量，委托人的利润就会增加。 

我们将上述情形画在图 25.5 中。高成本代理人目标产量的下降，使得委托人从高成本

代理人得到的利润下降了 C∆ ，但是从低成本代理人得到的利润增加了 D∆ 。因此，委托人

发现，如果将高成本代理人的目标产量减少到小于有效率产量的某个产量水平，那么这对委

托人有利可图。通过减少高成本代理人报酬的方法，委托人减少了他必须支付给低成本代理

人的报酬。 

为了进一步考察激励方案的结构，我们需要从代数角度表达这个问题。 

正如几何图形分析指出的，基本的激励问题是低成本代理人试图冒充成高成本的代理

人。如果 1x 是 1类代理人选择的产量，那么委托人的激励方案必须使得：1类代理人从选择
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1x 得到的效用，大于他选择 2x 得到的效用。类似的逻辑也适用于 2 类代理人。这只是一种

特殊形式的激励相容条件，在这种情形下，我们将其称为自我选择约束

．．．．．．

（self-selection 

constraints）。 

给定这些结论，我们可以将委托人的最优化问题写为： 

1 2 1 2
1 1 1 2 2 2

, , ,
max ( ) ( )

s.t.

x x s s
x s x sπ π− + −

 

1 1 1( ) 0s c x− ≥                               （25.15） 

2 2 2( ) 0s c x− ≥                              （25.16） 

1 1 1 2 1 2( ) ( )s c x s c x− ≥ −                       （25.17） 

2 2 2 1 2 1( ) ( )s c x s c x− ≥ −                      （25.18） 

前两个约束是参与约束。后面两个月是是激励相容约束或称为自我选择约束。最优激励方案

* * * *
1 1 2 2( , , , )x s x s 是这个最大化问题的解。 

下面两个式子来自自我选择约束的变形： 

2 1 1 2 1 1( ) ( )s s c x c x≤ + −                       （25.19） 

2 1 2 2 2 1( ) ( )s s c x c x≥ + −                       （25.20） 

这两个不等式表明，如果自我选择得以满足，那么 

1 2 1 1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )c x c x c x c x− ≥ −                     （25.21） 

一次相交条件意味着 2类代理人的边际成本总是高于 1类代理人的。如果 2 1x x> ，这将与

（25.21）矛盾。因此，在最优解中必定有 2 1x x≤ ，它的意思是说低成本代理人生产的产量

不会小于高成本代理人的。 

现在考察约束（25.15）和（25.17）。我们可以将这两个约束重新写为 

1 1 1( )s c x≥                             （25.15′） 

1 1 1 2 1 2( ) [ ( )]s c x s c x≥ + −                （25.17′） 

由于委托人希望 1s 尽可能小，上述两个约束最多有一个是束紧的。从约束（25.16）和成本

函数的性质可知， 

2 1 2 2 2 2( ) ( ) 0.s c x s c x− > − =  

因此，（25.17′）中的方括号内的项为正，（25.15′）不可能是束紧的。由此可知， 

1 1 1 2 1 2( ) [ ( )].s c x s c x= + −                      （25.22） 

类似地，在约束（25.16）和（25.18）中，也正好只有一个约束是束紧的。（25.18）是束紧
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的吗？如果是，我们可以将（25.22）代入（25.18）可得 

2 1 2 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s s c x c x s c x c x c x c x= + − = + − + −  

整理可得 

1 2 1 1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )c x c x c x c x− = − ， 

这违背了一次相交条件。由此可知最优的激励合同必定满足 

2 2 2( )s c x=                             （25.23） 

到目前为止，尽管我们尚未真正考察这个最优化问题，但我们已经看到约束条件和目

标函数本身蕴涵着两个重要性质：高成本代理人得到的报酬恰好能使得他在参与和不参与之

间无差异，低成本代理人得到了一部分剩余。低成本代理人得到的剩余正好能使得他在伪装

和不伪装成高成本代理人之间无差异。 

为了确定最优行动，我们用（25.22）式（即 1 1 1 2 1 2( ) [ ( )]s c x s c x= + − ）和（25.3）式

（即 2 2 2( )s c x= ）分别替换委托人最大化问题中的 1s 和 2s ，从而可将委托人的最大化问题

写为 

1 2
1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 2 1

,
max [ ( ) ( ) ( )] [ ( )]

x x
x c x c x c x x c xπ π− − + + −  

这个问题的一阶条件为 

           1 1 1[1 ( )] 0c xπ ′− =                              

1 1 2 2 2 2 2 2[ ( ) ( )] [1 ( )] 0.c x c x c xπ π′ ′ ′− + − =                              

我们可以将这两个条件写为 

*
1 1

* * *1
2 2 1 2 2 2

2

( ) 1

( ) 1 [ ( ) ( )].

c x

c x c x c x
π
π

′ =

′ ′ ′= + −
                   （25.24） 

第一个式子意味着低成本代理人的生产的产量水平，恰好等于只有他这一类代理人时他生产

的产量，即帕累托有效率的产量水平。给定一次相交性质，高成本的代理人生产的产量，小

于只有他这类代理人时他生产的产量，这是因为

* *
2 2 1 2( ) ( ) 0.c x c x′ ′− >  

    为了从图形上描述这些条件，也为简单起见，假设 1 2 1/ 2π π= = 。于是（25.24）中的

第二个式子意味着

* *
2 2 1 22 ( ) 1 ( )c x c x′ ′= + 。在这个点上，稍微降低 2x 得到的边际收益正好等

于边际成本。图 25.6 画出了最优解。低成本代理人在他的边际收益等于他的边际成本处生

产；高成本代理人在他的边际收益大于他的边际成本处生产。高成本代理人得到的报酬为

A D+ ，正好等于他的成本；低成本代理人得到的报酬为 A B D+ + ，这个报酬使得他正好

在伪装和不伪装成高成本代理人之间无差异。 
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图图图图 25.6：：：：最优合同最优合同最优合同最优合同。高成本代理人的产量为

*
2x ，低成本代理人的产量为 *

1x 。高成本代理人

得到的报酬为 A D+ ，低成本代理人得到的报酬为 A B D+ + 。 

 

图 25.7画出了最优激励合同的另外一个图。在这个图中，我们在空间 ( , )s x 中描述合同。

t 类代理人的效用函数的形式为 ( )t t t tu s c x= − 。因此，他的无差异曲线的形式为

( )t t t ts u c x= + 。根据一次相交性质可知，高成本代理人的无差异曲线总是比低成本代理人

的无差异曲线陡峭。 

我们已经知道在均衡时，高成本代理人得到了他的保留效用水平（等于零）。这决定了

高成本代理人的无差异曲线和所有激励合同 2 2( , )s x 必定位于效用为零的无差异曲线上。企

业（委托人）从 t类代理人身上赚取的利润为 t t tP x s= − 。因此，等利润线的形式为

t t ts x P= −  。这些等利润线是相互平行的直线，它们的斜率为 1+ ，纵截距为 tP− 。企业的

总利润为 1 1 2 2P Pπ π+ 。注意，当等利润线向东南方向移动，企业的利润增加；当无差异曲

线向西北方向移动，代理人的效用增加。 

从条件（25.24）可知，低成本代理人必定满足条件 *
1 1( ) 1c x′ = 。这意味着等利润曲线必

定与低成本代理人的无差异曲线相切。我们还知道

*
2 2( ) 1c x′ < ，因此等利润线穿过高成本代

理人的无差异曲线。 

如果不存在低成本代理人，委托人将希望高成本代理人生产更多产量，而且高成本代

理人也希望这么做。图 25.7 中的阴影区域表示的是高成本代理人和委托人的状况都能变好

的区域。但是由于低成本代理人的存在，如果委托人增加高成本代理人的产量，那么委托人

支付给低成本代理人的报酬必须增加。在均衡时，委托人通过降低 2x 和 2s 从而增大 2P 带来

的好处正好被 1P的下降所抵消。 
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图图图图 25.7：：：：最优激励合同最优激励合同最优激励合同最优激励合同。企业（委托人）的利润为 1 1 2 2P Pπ π+ 。阴影区域表示的是由自我

选择约束引致的对高成本工人（代理人）的无效率使用。 

 

正是高成本代理人和低成本代理人之间的负外部性，才导致了无效率的均衡。如果垄

断企业能够区分工人类型，从而提供不同的工资，那么结果将是有效率的。这与第 14章讨

论的第二级价格歧视非常类似。在这个模型中，如果只有一类消费者，那么垄断企业将实施

完全价格歧视：对消费者提供的选择是“要么购买要么走人”。但是若垄断企业面对的消费

者类型有多种，那么若它实施价格歧视，通常只能得到无效率的结果。 

 

25.7 市场均衡：隐藏信息 

和往常一样，我们可以通过对模型增加零利润条件以及重新解释保留效用来分析竞争

性均衡。随着更多的企业进入市场，它们抬高了工人的工资，降低了代表性企业的利润。在

垄断问题中，保留价格决定了利润水平；在竞争均衡问题中，零利润条件决定了工人们的效

用。 

为了看清这一点，可考察图 25.7。在垄断情形下，高成本代理人的无差异曲线决定了

企业的利润 1 1 2 2P Pπ π+ 。在竞争情形下，企业的利润被压低为零，代理人移动到更高的无

差异曲线上。 

我们只考察对称性均衡，即所有企业提供的合同集是相同的。乍看起来，似乎有多种

均衡情形： 
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  （a）代表性企业提供单一合同，该合同对两类工人都有吸引力。 

  （b）代表性企业提供单一合同，该合同只对一类工人具有吸引力。 

  （c）代表性企业提供两种合同，每一种对相应类型的工人具有吸引力。 

两类工人接受同一种合同的情形称为一体

．．

性

．

均衡

．．

（pooling equilibrium）。另外一种情

形，即不同类型的工人接受不同的合同称为分离

．．

性

．

均衡

．．

（separating equilibrium）。这样，（b）

和（c）都是一体性均衡，而（a）是分离性均衡。下面我们考察这些均衡的可能性。 

 

 

图图图图 25.8：：：：可能的均衡可能的均衡可能的均衡可能的均衡。A 图不可能是个均衡，原因见正文分析。唯一可能的均衡是 B 图所

示的情形，其中每种工人得到自己的边际产品。 

我们在图 25.8 中画出了可能的均衡图。不难看出，如果企业只提供一种合同，那么就

不可能达到均衡，因此我们断言（a）和（c）不可能是均衡。如果代表性企业的利润为零，

那么它必定在图 25.8A中的 45度线上经营。如果它只提供一种合同，比如 * *( , )s x ，那么这

个合同必定只能对一种工人来说是最优的。假设它对于低成本工人来说是最优的。但是，企

业会发现如果它偏离上述选择而是提供阴影区域中的合同（高成本工人偏好这样的合同），

它就能赚取正的利润。类似地论证适用于如果合同对于高成本工人是最优的情形。 

由上面的分析可知，只要每类工人至少得到自己的保留效用水平，那么唯一可能的均

衡是图 25.8 所示的分离性均衡。企业支付给每类工人的报酬等于该类工人的产品价值，从

而利润为零。 
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例：一个代数例子 

下面我们使用代数例子说明隐藏信息的垄断模型和隐藏信息的竞争模型之间的区别。

假设

2( ) / 2t t tc x tx= ， 1 2 1/ 2π π= = 。那么垄断者的最优解可由（25.22）、（25.23）和（25.24）

式确定。你应该验证一下这些方程的解为 

* * * *
1 2 1 21, 1/ 3, 5 / 9, 1/ 9.x x s s= = = =  

垄断者的利润为 

* * * *
1 1 2 2

1 1 1 4 1 2 1
( ) ( ) .

2 2 2 9 2 9 3
x s x s− + − = × + × =  

在垄断模型中，高成本工人正好得到他的保留效用水平（等于零）。在竞争模型中，由于企

业竞争抬高了价格，工人得到的效用增加了。 

我们已经知道在竞争均衡中，工资是线性的，因此 t类工人希望使得 ( )t t tx c x− 最大化。

由此可知 1 1x = ， 2 1/ 2x = 。企业的利润为零，因此我们必定有 1 1 1s x= = ， 2 2 1/ 2s x= = 。

低成本工人的剩余为 1/2，高成本工人的剩余为 1/4。 

 

25.8 逆向选择 

考虑上一节模型的一个变种。假设工人除了成本函数不同之外，他们的生产率也不同。

高成本工人生产 2 2v x 单位产品，而低成本工人生产 1 1v x 单位。我们假设 1 2v v> ，因此现在

企业喜欢低成本的工人的原因有二：更高的生产率和更低的成本。 

在这种情形下，均衡工资合同是什么样的？和上一章一样对于对称性均衡来说，存在

这两种符合逻辑的均衡可能：一是企业 1类和 2类工人提供同一种合同 * *( , )s x ；二企业是

对 1类和 2类工人分别提供合同 * *
1 1( , )s x 和

* *
2 2( , )s x 。我们已经知道，如果企业对所有类型的

工人都提供同一种合同，我们将其称为一体性均衡；如果对不同类的工人提供不同的合同，

则称为分离性均衡。     

首先考虑一体性均衡。在这种情形下，即使某类工人比另一类具有更高的生产率，所

有工人也只能得到同样的报酬。由于总利润为零，低成本工人带给企业的利润必定为负，高

成本工人带给企业的利润必定为正。两类工人的产品总价值

*
1 1 2 2( )v v xπ π+ 等于总成本

* * *
1 2s s sπ π+ = 。因此，

* *( , )s x 必定位于直线 1 1 2 2( )s v v xπ π= + 上，它的斜率为这两类工

人生产率的加权平均，如图 25.9所示。 

    可能的一体性均衡位于这条线的某个点上。在任何这样的点，画出穿过这个点的每类工

人的无差异曲线。根据假设高生产率工人的无差异曲线比低生产率工人的平缓。这意味着阴

影区域存在着下列这样的合同：该合同对高生产率工人有利，对低生产率工人不利。企业会

发现如果它选择这样的合同，那么它吸引得只是高生产率工人，因此利润为正。由于这样的

构造（configuration）在零利润线上的任何点都能发生，因此不存在一体性均衡。 
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下面我们考察分离性均衡的可能性。图 25.10描述了有效率且均衡的合同。合同 * *
1 1( , )s x

和

* *
2 2( , )s x 是（完全信息的）有效率合同，但是它们不满足自我选择约束：低生产率工人更

喜欢企业为高生产率工人制定的合同。如果一个企业提供合同

* *
2 2( , )s x ，那么它希望只吸引

低成本且高生产率的工人。但是这个企业会经历逆向选择——这两类工人都更喜欢这个合

同。 

 

 

图图图图 25.9：：：：一体性一体性一体性一体性均衡不可能发生均衡不可能发生均衡不可能发生均衡不可能发生。如果企业对不同类工人提供同一种合同，它必定位于零利

润线上。画出通过这个合同的无差异曲线，并且注意到由于低生产工人的无差异曲线更陡峭，

企业总有可能在阴影区域找到只吸引高生产率的工人的合同，从而赚取正利润。 

 

    这个逆向选择问题的解决方法是把高生产率工人的零利润线移动到象 1 1( , )s x′ ′ 点这样的
点。现在 1 1( , )s x′ ′ 和 * *

2 2( , )s x 是合同的一个均衡构造：低生产率的工人正好在他的合同与高生

产率工人合同之间无差异。任何一类工人的无差异曲线上方的点对企业不是有利可图的，这

样我们得到了一个均衡。如图 25.10所示。 

然而，也可能不存在均衡。注意到，通过 1 1( , )s x′ ′ 的无差异曲线必定穿过零利润线。由

此可知，存在诸如图 25.10中的阴影区域，使得企业和高生产率工人都喜欢这个区域。然而，

企业不会提供位于这个区域的合同，这是因为它也会吸引低生产率的工人，从而使企业无利

可图。这样的合同之所以是无利可图的，是因为在图 25.10中一体性（pooled）工人的零利
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润线在阴影区域的下方。 

 

 

图图图图 25.10：：：：分离性均衡分离性均衡分离性均衡分离性均衡。合同

* *
1 1( , )s x 和

* *
2 2( , )s x 是有效率的，但是它们不满足自我选择约束。

合同

* *
2 2( , )s x 和 1 1( , )s x′ ′ 满足自我选择约束。 

 

    但是假设高生产率的工人有很多，从而使得线 1 1 2 2s v vπ π= + 与阴影区域相交。在这种

情形下，企业提供位于这个区域的一体性合同就是有利可图的。因此，可能的分离性均衡就

被破坏，不存在纯策略均衡。 

 

25.9 次品市场和逆向选择 

下面我们再举一个由于存在逆向选择而导致模型不存在均衡的例子。考虑二手车市场。

假设当前的车主比潜在买者更了解汽车的质量。一旦买者认识到这一点，他们就可能不愿意

买二手车，这是因为他们担心可能买到次品（这种担心显然是正确的）。买者的疑问是：如

果车的质量很好，为何车主要卖掉呢？尽管二手车市场上存在很多的潜在买者和卖者，但它

的规模可能仍然很小（成交量有限）。 

上述现象符合我们的直觉，但一直没有人将其模型化，直到 Akerlof（1970）论文的出
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现。在他所谓的次品市场

．．．．

（lemons market）中，假设我们可用数字q表示某辆二手车的质

量，q在区间[0,1]均与分布。后面将使用下列事实：如果q在区间[0, ]b 之间均匀分布，那

么 q的平均值为 / 2b ，因此二手车市场上汽车的平均质量为 / 2b 。 

二手车市场上有大量的买者和卖者，买者愿意最多花

3

2
q的钱来买质量为q的车，卖者

愿意把质量为q的车最少卖q元。因此，如果车的质量是可观测到的，那么每辆质量为q的

车的成交价必定位于区间

3
[ , ]

2
q q 之中。 

然而，假设车的质量是不可观测到的。那么买者将会用市场上车的平均质量来估计他

买到车的质量。我们假设车的平均质量是可观测到的，尽管每辆车的质量不可知。因此，买

者对每辆车最多愿意支付

3

2
q。 

在这个市场上，均衡价格为多少？假设均衡价格是某个数 0p > 。那么车的质量小于 p

的车主将希望以这个价格把车卖掉，因为对于这些车主来说， p大于他们的保留价格。由

于车的质量在区间[0, ]p 均匀分布，准备卖掉的车的平均质量为 / 2q p= 。将它代入买者的

保留价格表达式

3

2
q ，可知买者最多愿意支付

3 3 3

2 2 2 4

p
q p= × = 。由于买者的保留价格

（

3

4
p）小于卖者的保留价格（ p），因此在价格 p的水平上，车的成交量为零。由于 0p >

是任意的，我们已经证明了二手车市场的成交量为零。唯一的均衡价格是 0p = 。在 0p = 这

个价格水平上，需求为零，供给也为零：买卖双方之间的信息不对称彻底摧毁了二手车市场。 

任何吸引好车车主的价格水平，对差车车主的吸引力都更大。卖者对车的自我选择是

偏态的——偏向于差车。车的质量越差的车主卖车的激励越大，这是逆向选择的另外一个例

子。 

 

25.10 发送信号 

    在本节也是最后一节，我们将说明隐藏信息问题如何导致带有逆向选择的均衡。在次品

市场上，成交量微乎其微，这是因为好车和差车（质量好坏）不能轻易被区分开。在劳动市

场上，有效率的合同集是不可行的，这是因为低生产率的工人希望选择企业原本为高生产率

工人设计的合同。 

    在二手车市场上，好车车主希望发送信

．．．

号

．

（signal）：他卖的是好车而不是差车。一种

可能是他提供保证书——如果在一定时间内车出了问题，他保证承担由此产生的费用。比如，

他向你承诺如果你买他的车，他为你购买汽车保险。 
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为了与均衡一致，信号必定是下列这样的：好车车主有能力提供而差车车主不能。这

样的信号使得好车车主向潜在的买者“证明”他的车的确是好车。提供保证需要花钱，这对

于差车车主不合算对好车车主合算。因此，这种信号使得买者能区分好车与差车。在这种情

形下，发送信号能让市场更有效率的运行。然而，结果并非总是如此，下面我们将看到这一

点。 

 

25.11 教育信号 

我们回到劳动市场。假设劳动市场有两类工人，他们的生产率分别为 1v 和 2v 。假设每

类工人的工作时间是固定不变的。如果企业无法区分这两类工人，那么竞争均衡时，工人只

能得到等于他们平均生产率的工资，即 

1 1 2 2s v vπ π= + . 

注意，高生产率工人得到的工资 s 小于他的边际产品价值，而低生产率工人得到的工资

s 则大于他的边际产品价值。高生产率工人有发送信号的激励，以此表明他的生产率高。 

假设存在某种信号，使得高生产率工人比低生产率工人更容易得到它。教育就是这样

的信号：能力高的人学习不费劲，花费的成本低，也就是说高生产率工人更容易获得教育。

为具体起见，假设低生产率和高生产率工人接受e年教育需要花费的成本分别为 1c e和 2c e，

其中 1 2c c> 。 

现在假设教育对生产率没有任何影响。然而，企业仍然发现将工资与教育年限挂钩是

有利可图的，因为这么做能吸引高生产率的工人。假设工人们相信企业支付的工资为 ( )s e ，

其中 s是 e的增函数。发送信号均衡将是下面这样的：工人们猜想出关于工资的一个组合，

而且企业的行为证明它是正确的。 

令 1e 和 2e 分别表示低生产率和高生产率工人实际选择的教育年限。那么分离性发送信

号均衡必须满足零利润条件 

1 1 2 2( ) , ( )s e v s e v= = ， 

以及自我选择约束 

1 1 1 2 1 2

2 2 2 1 2 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

s e c e s e c e

s e c e s e c e

− ≥ −
− ≥ −

 

一般来说，满足这些条件的函数 ( )s e 可能有很多。我们能找到其中一个就足够了。 

令

*e 表示满足下列条件的一个数 

*2 1 2 1

2 1

.
v v v v

e
c c

− −> >  

假设工人们猜想出的工资函数为 
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*
2

*
1

,
( )

v e e
s e

v e e

 >= 
≤

若

若

 

容易证明这个函数满足自我选择约束，因此这个函数给出的工资组合与均衡是一致的。 

    注意，站在社会角度看，这个发送信号的均衡存在着浪费（即不是有效率的）。在我们

的例子中，教育对于社会生产没有贡献，因为它不影响生产率。教育的唯一作用是将高生产

率工人和低生产率工人区分开。■ 

 

注释 

在正文中我们围绕着两种行为的例子进行了讨论，这样的例子虽然简单，但它包含的

很多思想却有着广泛的适用性。关于委托代理的文献可参考 Hart and Holmstrom（1987）。

Spence（1974）首先将发送信号的情形引入了经济学。Alkerlof（1970）第一个分析了次品

市场。带有逆向选择的市场均衡模型可参考 Rothschild and Stiglitz（1976）。Kreps（1990）

更为详细地讨论了涉及不对称信息的模型的均衡问题。 

 

习题 

25.1考虑教材中描述的隐藏信息的委托代理问题。令 1f u−= 。假设 ( )u s 是递增且凹的，证

明 f 是个递增且凸的函数。 

25.2令 ( , )a bV c c 表示委托人使用最优激励方案而得到的效用，其中 ,a bc c 分别表示行动a和

b的成本。推导 / aV c∂ ∂ 和 / bV c∂ ∂ ，将它们用出现在基本条件中的参数进行表示；使用这

些表达式解释这些参数的意思。 

25.3假设 a bc c= ，那么最优激励方案是什么样的？ 

25.4 假设在委托代理问题中， bc 降低且其它所有参数维持不变。证明代理人的状况至少与

以前一样好。 

25.5 假设在隐藏行动的委托代理问题中，代理人是风险中性的。证明最优结果（first-best 

outcome）能够实现。 

25.6考虑垄断版本的隐藏信息问题。假设两类代理人的成本函数相同，但保留效用水平不同。

分析结果将会发生什么样的变化？ 

25.7证明一次相交性质的下列含义：如果对于所有 x都有 2 1( ) ( )c x c x′ ′> ，那么对于任何两个

不同的产出水平 1 2x x< ，我们必定有 2 2 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )c x c x c x c x− > − 。 

25.8在教材中我们断言如果 2 1( ) ( )c x c x> 且 2 1( ) ( )c x c x′ ′> ，那么类型 1代理人的任何一条无

差异曲线和类型 2代理人的任何一条无差异曲线最多相交一次。证明之。 
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25.9考虑教材中描述的隐藏信息的竞争均衡。如果高成本代理人的保留效用水平足够高，那

么就可能存在只是用低成本代理人的均衡。那么 2u 硬为多大？ 

25.10 P教授雇佣了一个教学助理 A。P教授关心 A的教学时间和他支付给 A的报酬。P教

授希望使得他自己的收益 x s− 最大化，其中 x表示 A的教学时间，s表示他支付给 A的报

酬。如果 A教学 x小时得到的报酬为 s，那么 A的效用为 ( )s c x− ，其中

2( ) / 2c x x= 。A

的保留效用为零。 

  （a）如果 P教授在 A愿意为他工作的约束下，通过选择 x和 s来使得自己的效用最大化，

求 A的教学时间。 

  （b）为了让 A教那么长的时间，求 P教授必须支付给 A的报酬。 

  （c）假设教授 P为 A制定了以下激励方案。教授 P制定的工资形式为 ( )s x ax b= + ，并

且让 A 选择教学时间。为了使 P教授的收益最大，求a和b的值。如果 P 教授使用更一般

的函数形式来设计工资方案，他（教授 P）能得到更高的收益吗？ 
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26数学 
 

本章简要说明了教材中使用的绝大多数数学工具。如果你忘记了某些定义或者某些重要

性质，你可以在本章找到它们。本章不能代替系统的数学教科书，如果你想学习这些教科书，

请参见本章结尾处提供的参考文献。 

 

26.1线性代数 

我们用

nR 表示所有实数 n元组的集合。非负实数的 n元组用 nR+表示。这些集合的要素

称为点(points)或向量（vectors）。向量通常用粗体字表示。若 ),...,( 1 nxxx = 表示一个向量，

我们将它的第 i个分量表示为 ix 。 

两个向量的加法是将量向量各分量相应相加： ),...,( 11 nn yxyxyx ++=+ 。向量的标

量乘法（scalar multiplication）是用各分量分别与一个既定的实数 t相乘： ),...,( 1 ntxtxtx = 。

在几何图形上，向量加法可以按下列办法处理：画出向量 x和 y，然后再将 y平移到 x的尾

部；标量乘法可用原向量的 t倍表示。 

向量 x是包含 n个向量的集合 A的线性组合

．．．．

（linear combination），若 i

n

i i ytx ∑ =
=

1
，

其中 Ayi ∈ ， it 为标量。包含 n个向量的集合 A 称为线性无关的

．．．．．

（linearly independent），

若不存在集合 ),( ii xt 使得 0
1

=∑ = i

n

i ixt ，其中至少存在一个 0≠it ， Axi ∈ 。一个等价的定

义是 A中的向量都不能表示为 A中向量的线性组合。 

给定两个向量，它们的内积

．．

（inner product）为 ii i yxxy ∑= 。向量 x的范数用 x 表示，

定义为 xxx = 。注意根据毕达哥拉斯定理， x的范数是点 x到原点的距离；也就是说，

是向量 x的长度。 

 

内积的几何解释非常重要，如图 26.1所示。我们有两个向量 x和 y，虚线是从 y的头部画
向 x而且垂直于 x。从原点到虚线与 x交点的那个向量，称为向量 y 在向量 x上的投影
（projection）。 y在 x上的投影当然是一个形式为 tx的向量。我们使用毕达哥拉斯公式计算

t： 

图 26.1：向量 y在向量 x

上的投影。 

该图表明了如何计算投

影。 
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222
ytxytx =−+                             

yyxxttxyyyxxt

yytxytxyxxt

=+−+
=−−+

22

2

2

))((
                            

xx

xy
t

xytxx

=

=
                             

因此，若我们将 y投影于 x上，我们得到了一个向量：该向量的方向和 x的方向一样，但常

度是 x长度的 xxxy / 。若 0=xy ，我们说 x和 y是正交的

．．．

（orthogonal）。 

令θ表示向量 x和 y之间的夹角。从初等三角学知识可知 .cosθyxt = 如果我们将该

表达式和上述 t 的表达式结合起来，可得 .cosθyxxy = 因此，若

o90=θ ， 0=xy ；若

o90>θ ，则 0<xy ；若

o90<θ ，则 0>xy 。 

我们考虑从

nR 中的向量到 mR 中向量的映射，将该映射表示为 .: mn RRf → 一个映射

称为线性函数（linear function），若 )()()( ysfxtfsytxf +=+ 对于所有标量 ts, 和所有向量

yx, 均成立。若 1: RRf n → 且其为线性函数，我们将其称为线性函数的(linear functional)。

如果 p 是一个线性函数的，我们可以用一个向量 ),...,( 1 nppp = 代表它，并将其写成

pxxp =)( 。具有 }:{),( apxxapH == 形式的点集称为一个超平面。 

超平面 )0,(pH 包含了正交于向量 p的所有向量 x。不难看出，这是一个 1−n 维的集

合。超平面 ),( apH 是 )0,(pH 这个基本的超平面平移后得到的。超平面在经济学中比较重

要，因为 ),( apH 包含了价格为 p时值为a的所有向量 x。 

 

26.2矩阵的定性（definite）与半定(semidefinite) 

令 A 为对称的方阵。于是在 A 的右边乘以某向量 x，并且再在 A 的左边乘以该向量 x

的转置向量，就得到了一个二次型，例如 

.)()( 2
222211221

2
111

2

1

2221

1211
21 xaxxaaxa

x

x

aa

aa
xx +++=
















 

假设 A为单位矩阵。在这种情形下，不难看出 1x 和 2x 的值，二次型必定是非负的。事

实上，若 1x 和 2x 不全为零，则 xAx为严格正。单位矩阵是正定矩阵的一个特例。 

定性矩阵（Definite matrices）. 一个方阵 A 为： 

（a）正定的，若 0>Axxt
对于所有 0≠x 均成立； 

（b）负定的，若 0<Axxt
对于所有 0≠x 均成立； 

（c）正半定的，若 0≥Axxt
对于所有 x均成立； 

（d）负半定的，若 0≤Axxt
对于所有 x均成立。 
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    在某些情形下，我们不想要求 Axxt
对于所有 x都有确定性的符号，只要求对某些受限

的 x的集有确定性的符号即可。我们说 A是受约束于 bx=0的正半定矩阵，若 0>Axxt
对于

所有 0≠x 且 bx=0均成立。上述矩阵的其他定义可以自然地推广到受约束的情形。 

 

定性矩阵的检验 

若能辨别矩阵何时为负半定或何时正半定，对研究将比较方便。一种有用的必要条件如

下：若某个矩阵是正半定的，那么该矩阵的主对角线上的元素不能全为零。证明此事很简单，

只要注意到例如若 )0,...,0,1(=x ，则 11aAxxt = 。 

必要条件和充分条件则比较复杂。某个矩阵 A 的子矩阵

．．．

（minor matrices）是指从矩阵

A 中删除 k行和 k列形成的矩阵。矩阵 A 的自然序

．．．

主

．

子矩阵

．．．

（naturally ordered principal 

minor matrices）或称为嵌套的主子矩阵

．．．．．．．

(nested principal minor matrices)是下列形式的矩阵 

11a     








2221

1211

aa

aa
    

















232221

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

等等。某矩阵的子行列式（minor determinants，minors）是指它的子矩阵的行列式。令 Adet
或 A 表示矩阵 A 的行列式。 

给定一个方阵 A和一个向量 b，我们可用

．

b
．

给

．

A
．

加边

．．

（border A by b）： 





















nnnn

n

n

aab

aab

bb

⋯

⋮⋮

⋯

⋯

1

1111

10

 

这个矩阵称为加边（的）矩阵

．．．．．．．

（bordered matrix）。可以将这个概念推广到子矩阵，加边后

的子矩阵称为保留加边的主子矩阵

．．．．．．．．．

（border-preserving principal minor matrices）。以矩阵 A

为例，A 的保留加边的主子矩阵是从左上角（包括加边元素）开始的子矩阵。可以证明，使

用这些子矩阵的行列式可以方便地确定某个矩阵是正定的还是负定的。 

 

矩阵定性的测试。方阵 A 为： 

（a）正定

．．

，当且仅当它的所有主子矩阵的行列式（以下简称为主子式）均为正； 

（b）负定

．．

，当且仅当它的 k阶主子式的符号为 k)1(− ，其中:k=1,…,n. 

（c）bx=0时为正半定

．．．

，当且仅当它的所有保留加边主子式均为负； 

（d）bx=0 时为负半定

．．．

，当且仅当它的所有保留加边主子式的符号为

k)1(− ，其
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中:k=2,…,n. 

注意下列特别的事实：正定矩阵的所有主子式均为正，而有约束条件（bx=0）矩阵的

所有保留加边主子式均为负。第 27章给出了一些例子。 

推论。在上面描述的情形中，若某矩阵的自然序主子式满足条件(a)-(d)，则该矩阵的所有主

子式满足相应的条件。因此，检验自然序主子式的符号就足以判断矩阵的定性。 

 

26.3克莱姆法则 

下列线性形式的方程有一种简便的求解法则 

















=
































nnnnn

n

b

b

x

x

aa

aa

⋮⋮

⋯

⋮

⋯ 11

1

111

 

我们可以把这个方程写得更方便一些，即 Ax=b。 

克莱姆法则

．．．．．

。为了找到找到这个线性方程组解 x的分量 ix ，可将矩阵 A 的第 i列换成向量

b，这样就可以形成一个新的矩阵 iA，则 ix 等于 iA的行列式除以 A的行列式： 

A

A
x i

i =  

 

26.4实分析的一些内容 

给定

nR 中的一个向量 x以及一个正实数e，则圆心在 x、半径为e的开球

．．

（open ball）

可定义为 }:{)( exyRyxB n
e <−∈= 。点集 A 为开集

．．

（open set），若 A 中的每个 x都存

在 )(xBe 包含于 A。若 x为任意集合中的一点，且存在一个 0>e 使得 )(xBe 包含于 A，则

称 x为 A的内点

．．

。 

nR 中的集合 A的补集

．．

（complement）包含 nR 中所有不在 A 中的点；可用 ARn \ 表示

A 的这一补集。 

集合 A为闭集

．．

（closed set），若 ARn \ 为开集。集合 A为有界的，若存在 A 中的点 x，

并且存在 0>e 使得 A 包含于 )(xBe 之中。如果

nR 的一个非空集合既是闭的又是有界的，

则称其为紧集

．．

（compact set）。 

nR 中的某个无穷序列

．．

（sequence） ,...),()( 21 xxxi = ，就是一个无穷的点集，该序列中

的任何一个正整数都可用上述点集中的一个点表示。称序列 )( ix 收敛

．．

(converge)到点 *x ，若

对于任何 0>e ，都存在一个整数m使得对于所有 mi > ，

ix 都在 )(xBe 中。有时我们将上

述情形称为

ix 无限接近于 *x 。我们也将上述情形说为 *x 是序列 )( ix 的极限

．．

（limit），并将
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其写为

*lim xxi
i =∞→ 。若某个序列收敛到一点，我们将其称为收敛序列

．．．．

（convergent 

sequence）。 

闭集

．．

。集合 A 为闭集，若 A 中的每个序列都收敛到 A 中的点。 

紧集

．．

。若 A为紧集，则 A 中的每个序列都有一个收敛子序列。 

方程 )(xf 在点

*x 是连续的

．．．

，若对于收敛到

*x 的每个序列，都有 ))(( ixf 收敛到

)( *xf 。若某个函数在其定义域内的每个点上都是连续的，则该函数是一个连续函数

．．．．

。 

 

26.5微积分 

微积分综合运用线性代数和数学分析的知识，使用线性函数去近似某些函数。给定一个

函数 RRf →: ，如果它在某点

*x 存在下列极限，则将它在该点的导数定义为 

t

xftxf

dx

xdf
t

)()(
lim

)( **

0

* −+=
→

 

导数 dxxdf /)( *
也可以用 )( *xf ′ 表示。若果 f 在点 *x 存在导数，则称 f 在点 *x 可微

．．

（differentiable）。 

考虑以下线性函数 )(tF  

.)()()( ** txfxftF ′+=  

这个线性函数很好地近似了 f 在点 *x 的值，因为 

.0
)()()(

lim
)()(

lim
***

0

*

0
=

′−−+=−+
→→ t

txfxftxf

t

tFtxf
tt

 

类似地，任意给定一个函数

mn RRf →: ，则它在

*x 点的导数 )( *xDf 可以定义为

nR 到
mR 的一个线性映射，该映射很好地近似了 f 在 *x 的值，因为 

,0
)()()(

lim
***

0
=

−−+
→ t

txDfxftxf

t
 

当然，前提是存在这样的映射。注意，我们使用范数（norm）的符号进行表达，因为上式

的分子和分母都是向量。映射 txDfxf )()( ** + 是 f 在 *x 点的一个很好地近似，这是由于对

于向量 0→t ， 

txDfxftxf )()()( *** +≈+ . 

给定函数 RRf n →: ，我们可以定义 f 关于 ix 在点 *x 的偏导数。为做此事，保持除

了 ix 之外的所有其他分量不变，这样 f 只是 ix 的函数，然后可以计算出这个普通的一维导

数。令 ixxf ∂∂ /)( *
表示 f 关于 ix 在点 *x 的偏导数。 
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由于 )( *xDf 是一个线性转换，我们可以用矩阵表示它，这个矩阵是 























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

n

mm

n

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

xDf

)()(

)()(

)(
*

1

*

*
1

1

*
1

*

⋯

⋮⋱⋮

⋯

 

这个矩阵称为

*xx = 时的 Jacobian
．．．．．．．．

矩阵

．．

。我们通常处理的方程是 RRf n →: ，在这种情

形下， )( *xDf 是一个 1×n 矩阵，因此它就是一个向量。 

 

高阶导数 

若我们的方程为 RRf n →: ，则该方程的 Hessian
．．．．．．．

矩阵

．．

是它的混合偏导数的矩阵 















∂∂
∂=

ji xx

xf
xfD

)(
)(

2
2 . 

注意， )(2 xfD 是一个对称矩阵。 

令 RRf n →: 是一个可微函数，令 x和 y为 nR 中的向量，则可以证明 

))(()()( xyzDfxfyf −+=  

))(()(
2
1

))(()()( 2 xywfDxyxyzDfxfyf t −−+−+=  

其中 z和w是 x和 y连成线段中的点。这些表达式称为 f 在 x的泰勒序列展开式

．．．．．．．

（Taylor 

series expansions）。 

若 x和 y非常接近，而且 f 的导函数是连续的，则 )(zDf 和 )(2 wfD 分别近似等于

)(xDf 和 )(2 xfD 。因此，我们可以将泰勒序列展开式写为 

))(()()( xyxDfxfyf −+≈  

))(()(
2
1

))(()()( 2 xyxfDxyxyxDfxfyf t −−+−+≈ . 

 

26.6梯度和切平面 

考虑函数 RRf n →: 。 f 在点 *x 的梯度

．．

（gradient）是一个向量，它的分量是 f 在点

*x 的偏导数： 
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.
)(

,...,
)(

)(
*

1

*
*










∂
∂

∂
∂=

nx

xf

x

xf
xDf  

f 在点 *x 的梯度和 f 在点 *x 的导数代表的是同一个东西，但在概念上有些区别。导数

是

nR 上的线性函数，而梯度是 nR 中的向量。由于线性函数可用向量表示，因此它们的外表
很相似，尽管它们是不同的东西。在以后的表述中，我们对它们不加区别，用相同的符号表

示。 

梯度的概念有着重要的集合解释：它指向函数 f 的值增加最快的那个方向。为了看清

这一点，令h表示范数为 1的一个向量。 f 在沿着方向h上的点 *x 的导数为 hxDf )( *
。用

内积表示， 

θcos)()( ** xDfhxDf = , 

这个式子的值显然当 0=θ 时达到最大，也就是说当向量 )( *xDf 和 h共线（collinear）时。 

某个函数的水平集

．．．

（ level set）是使得该函数的值为常数的所有 x组成的集合：

})(:{)( axfxaQ == 。可微函数 RRf n →: 的水平集通常为 1−n 维的曲面。 

函数 RRf n →: 的上轮廓集

．．．．

（upper contour set）是使得该函数的值至少和某个数一

样大的所有 x组成的集合： })(:{)( axfxaU ≥= . 

下面我们希望找到，水平集在某点

*x 的切超平面

．．．．

（tangent hyperplane）的表达式。我

们知道线性映射 ))(()( *** xxxDfxf −+ 可以很好地近似 f 在点 *x 的值。因此，

})(:{ axfx = 的最佳线性近似应为 }))(()(:{)( *** axxxDfxfxaH =−+= 。由于

axf =)( *
，切超平面的表达式如下： 

}0))((:{)( ** =−= xxxDfxaH                   （26.1） 

超平面

．．．

（Hyperplane）。若 x是切超平面内的一个向量，则向量 *xx − 在点

*x 正交于（垂直

于） f 的梯度。 

    这个结论可以直接由（26.1）式推出，它也非常符合直觉。沿着曲面 )(aQ ，函数 f 的
值是常数。因此， )(xf 在这些方向上的导数应为零。 

 

26.7极限 

在教材中，我们需要使用 L’Hopital 法则计算某些点的极限。假设我们试图计算分式
)(/)( xgxf 在 0→x 时的极限，但是 0)0()0( == gf ，因此该分式在 0=x 处无定义。然

而，如果 f 和 g都是可微的，而且若 0)0( ≠′g ，L’Hopital法则表明 

)(
)(

)(
)(

lim
0 xg

xf

xg

xf
x ′

′
=

→
 

因此，比值的极限等于它们导数的比值。 
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26.8齐次函数 

函数 RRf n →+: 称为 k 次齐次的

．．．

（ homogeneous），若对于所有 0>t 都有

)()( xfttxf k= 。两个最重要的情形是当 0=k 和 1=k 时。如果我们将零次齐次函数的所

有自变量都变为原来的 2倍，那么该函数的函数值不会改变。如果我们将一次齐次函数的所

有自变量都变为原来的 2倍，那么该函数的函数值也变为原来的 2倍。 

欧拉定理

．．．．

（Euler’s law）。若 f 为一次齐次函数且可微，则 

i

n

i i

x
x

xf
xf ∑

= ∂
∂=

1

)(
)( . 

证明时需要注意到根据定义有 )()( xtftxf ≡ 即可。 )()( xtftxf ≡ 的两边对 t微分可得 

)(
)(
)(

1

xfx
tx

txf
i

n

i i

=
∂
∂

∑
=

 

在上式中令 1=t 即可得到最终结果。 

齐次性

．．．

（Homogeneity）。如果 )(xf 是 1≥k 次齐次的，则 ixxf ∂∂ /)( 是 1−k 次齐次的。 

为了看清这一点，恒等式 )()( xfttxf k= 两边对 ix 微分： 

i

k

i x

xf
tt

tx

txf

∂
∂=

∂
∂ )(

)(
)(

. 

两边同除以 t即可得到想要的结果。 

上述结论的一个重要应用是：沿着从原点出发的射线上，齐次函数的水平集的斜率的

斜率为常数：对于所有 0>t ，都有 

 

j

i

j

i

x

xf
x

xf

x

txf
x

txf

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

)(

)(

)(

)(

                     （26.2） 

    然而，有一类函数，尽管它们不是齐次函数，但仍具有上述性质。某函数称为位似

．．

（homothetic）函数

．．

，若它是由一次齐次函数的正单调变换得到的。也就是说，位似函数可

以写为 ))(()( xhgxf = 的形式，其中 )(xh 是一次齐次函数。不难证明，位似函数满足条件

（26.2）。 

 

26.9仿射函数 

如果某个函数可以写成 bxaxf +=)( 的形式，则称其为仿射函数

．．．．

（affine function）。

仿射函数有时称为线性函数，但是，严格来说，只有当 0=a 时，才可以这么说。 
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显然，可微函数为仿射函数当且仅当 0)( =′′ xf 。下面是个应用：函数满足条件

)()1()())1(( vfpupfvppuf −+≡−+ （其中 10 ≤≤ p ）当且仅当 )(uf 是仿射函数。证

明时，只要将上述等式两端对 p求导即可，这样可得到 

)()())()1(( vfufvuvppuf −≡−−+′  

上式再对 p求导可得 0))()1(( ≡−−+′′ vuvppuf 。 

 

26.10凸集 
nR 中的点集 A为凸集

．．

(convex set)，若 x和 y均在 A中蕴涵着 yttx )1( −+ 也在 A中，

其中 10 ≤≤ t 。点集 A称为严格凸（strictly convex），若 yttx )1( −+ 在 A的内部，其中

10 << t 。 

我们经常要用到凸集之和仍为凸集的事实，现在证明这个结论。令 1A和 2A 是两个凸集，

令 21 AAA += 。再令 x和 y是 A中的两个点。根据定义 21 xxx += ，其中 1x 在 1A中， 2x 在

2A 中； y的情形类似。由此可得 

])1([])1([))(1()()1( 22112121 yttxyttxyytxxtyttx −++−+=+−++=−+  

上式方括号内的项分别在 1A和 2A 之中，因为每项都是一个凸集。因此 yttx )1( −+ 也在 A

中，这就证明了 A是一个凸集。 

 

26.11分离超平面 

令 A和B是 nR 中两个不相交的凸集，即它们的交集为空集。显然我们可以找到一个超
平面将这两个集合“分离”开。也就是说， A和B分别位于这个超平面的两侧。正式地，
我们给出以下定理： 

分离超平面定理

．．．．．．．

（Separating hyperplane theorem）。若 A和B是 nR 中两个非空的、不相交

的凸集，则存在一个线性函数 p使得对于所有 A中的 x和B中的 y都有 pypx ≥ 。 

 

26.12偏微分方程 

偏微分方程组

．．．．．．

（a system of partial differential equations）是下列形式的方程组 

.0)(

,...,1)),((
)(

=

==
∂

∂

qf

nippfg
p

pf
i

i  

后面一个方程称为边界条件

．．．．

（boundary condition）。一般的偏微分方程组远比上述方程组复

杂，但这个方程组对于我们的目的来说已经够用了。 

偏微分方程组的一个解是同时满足各个方程的一个函数 )( pf 。偏微分方程组解存在的
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必要条件来自交叉偏导数（cross-partial derivatives）的对称性： 

i

i

i

i

ijjij

i

j

i

p

g

p

f

f

g

pp

pf

pp

pf

p

g

p

f

f

g

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂=

∂∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

∂
∂ )()( 22

 

由此可知 

i

i

i

i

j

i

j

i

p

g

p

f

f

g

p

g

p

f

f

g

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

 

是这个偏微分方程组存在局部解

．．．

（local solution）的必要条件。这个条件称为可积条件

．．．．

（integrability condition）。方程组存在全局解的必要条件比较复杂，通常取决于定义域的拓

扑性质。 

偏微分方程组的显性解通常难以求出，但有一种特殊的情形例外。这个情形就是 )( pf

不是显性地存在于方程组的右侧。这类方程组求解方法是积分。 

例如，当方程组为下列情形时，请求解。 

.0),(

),(
),(

),(
),(

21

212
2

21

211
1

21

=

=
∂

∂

=
∂

∂

qqf

ppg
p

ppf

ppg
p

ppf

 

如果满足下列可积条件 

1

212

2

211 ),(),(
p

ppg

p

ppg

∂
∂=

∂
∂

 

则可以证明，这个方程组的解为 

dttpgdtqtgppf
p

q

p

q
),(),(),( 122121

2

2

1

1
∫∫ += . 

显然，这个方程满足边界条件，而且通过微分可以发现 ),(/ 2122 ppgpf =∂∂ 。我们只

需要验证 ),(/ 2111 ppgpf =∂∂ 。 

求导可得 

dt
p

tpg
qpg

p

ppf p

q∫ ∂
∂+=

∂
∂ 2

2
1

12
211

1

21 ),(
),(

),(
 

使用可积条件 

).,(

),(),(),(

),(
),(

),(

211

211211211

1

12
211

1

21 2

2

ppg

qpgppgqpg

dt
p

tpg
qpg

p

ppf p

q

=
−+=

∂
∂+=

∂
∂

∫
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26.13动态系统 

系统的状态包括对影响该系统行为所有变量的描述。一个系统的状态空间包含所有可行

的状态。例如，某个特定经济系统的状态空间包含所有可能的价格组合，或者所有可能的价

格和消费束组合。 

令 S表示状态空间，则我们可用函数 SRSF →×: 描述动态系统。实直线R可以解释
为时间；如果某系统在时间 0的状态为 x，则它在时间 t的状态可用 ( , )F x t 表示。 

通常状态函数 F 不是以显性形式给出，而是用一组微分方程隐性地给出。例如，
( ( ))x f x t= 是个微分方程，它告诉我们当系统在状态 ( )x t 时的 x的变动率。如果 ( )f x 满足

一定的正则条件，可以证明由 f 定义的动态系统是唯一的。 

微分方程组 ( )f=x x 的解是个函数 : n→x ℝ ℝ ，它使得对于所有 t 都有

( ) ( ( ))t f t=x x
i

。解有时也称为解曲线、轨线（trajectory）、轨道（orbit）等。 

动态系统的一个均衡是满足

*( ) 0f =x 的一种状态

*x 。粗略地说，如果动态系统一旦进

入稳定状态，它就永远维持在这种状态上。 

假设给定某个动态系统 ( )f=x x ，而且在零时刻我们在某个任意状态 0x 上。我们通常

对系统状态何时移动到某个均衡

*x 感兴趣。我们说一个系统是全局稳定的（globally stable），

如果

*lim ( )t t→∞ =x x 对于所有初始值 0x 成立。我们需要指出，全局稳定均衡必定是唯一的。 

有个非常方便的标准能确定动态系统何时是全局稳定的。我们只研究状态空间 S为紧的

（compact）情形，因此我们知道这个系统总是处于有界区域。假设我们能够找到某个微分

方程 :V S → ℝ，它具有下列两个性质： 

（1）V 在 *x 处达到最小值。 

（ 2）对于所有 *( )t ≠x x ，有 ( ( )) 0V t <x
i

。也就是对于所有

*( )t ≠x x ，有

( ) ( ( )) 0DV f t <x x 。 

这样的函数称为李雅普诺夫函数（Liaponov function）。 

李雅普诺夫定理李雅普诺夫定理李雅普诺夫定理李雅普诺夫定理。。。。如果对某个动态系统我们能找到一个李雅普诺夫函数如果对某个动态系统我们能找到一个李雅普诺夫函数如果对某个动态系统我们能找到一个李雅普诺夫函数如果对某个动态系统我们能找到一个李雅普诺夫函数，，，，那么那么那么那么

唯一的均衡唯一的均衡唯一的均衡唯一的均衡

*x 是全局稳定的是全局稳定的是全局稳定的是全局稳定的。 

 

26.14随机变量 

   给定一个随机变量 aRɶ ，它取值 asR 的概率为 sπ （其中 1,...,s S= ），我们定义这个随机

变量的期望为 

1

S

a a as s
s

ER R R π
=

= =∑ɶ . 
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我们把两个随机变量 aRɶ 和 bRɶ 的协方差

．．．

（covariance）定义为 

cov( , ) ( )( ).a b ab a a b bR R E R R R Rσ= = − −ɶ ɶ  

随机变量 aRɶ 的方差

．．

（variance）为 

2 cov( , ).a aa a aR Rσ σ= = ɶ ɶ  

令 ax 、 bx 和 c为非随机的。那么，给定上述定义，下列事实可由直接计算推导出： 

 

和的期望和的期望和的期望和的期望。 ( ) .a a b b a a b b a a b bE x R x R x ER x ER x R x R+ = + = +ɶ ɶ ɶ ɶ
更一般地， 

1 1

.
A A

a a a a
a a

E x R x R
= =

=∑ ∑  

协方差恒等式协方差恒等式协方差恒等式协方差恒等式。cov( , ) .a a a a b bR R ER R R R= −ɶ ɶ ɶ ɶ  

和的协方差和的协方差和的协方差和的协方差。cov( ) ( , ).a a b a a bx R cR x R R+ =ɶ ɶ ɶ ɶ  

和的方差和的方差和的方差和的方差。 

2 2

2 2

var( ) var( ) 2 cov( , ) var( )

2 .
a a b b a a a b a b b b

a aa a b ab b bb

x R x R c x R x x R R x R

x x x xσ σ σ
+ + = + +

= + +

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 

更一般地， 

1 1 1

var .
A A A

a a a b ab
a a b

x R x x σ
= = =

  = 
 
∑ ∑∑ɶ  

 

注释 

    有很多经济数学的教材更为详细地考察了本章的内容。比如，Binmore（1982）、Binmore

（1983）和 Blume and Simon（1991）。 
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27最优化 
 

本章的目的是复习一下最优化的相关内容。一般来说，学生在学习本教材之前，已花费

几个星期学习最优化的方法。 

 

27.1单变量的最优化 

令 RRf →: 为一个单变量函数。如果对于所有 x都有 )()( * xfxf ≥ 我们说这个函数

在

*x 达到最大值。若对于所有 *xx ≠ 都有 )()( * xfxf > ，则我们说

*x 是一个严格极大值点。

类似地，如果对于所有 x都有 )()( * xfxf ≤ 我们说这个函数在

*x 达到最小值。若对于所有
*xx ≠ 都有 )()( * xfxf < ，则我们说

*x 是一个严格极小值点。 

注意， )(xf 关于 x的最大化问题，等价于 )(xf− 关于 x的最小化问题。 

 

一阶条件和二阶条件 

假设一个可微

（一）

函数 f 在在 *x 达到最大值，则根据初级微积分可知， f 的一阶导数

在

*x 的值必定等于零， f 的二阶导数在 *x 的值必定小于或等于零。这两个条件分别称为一

阶条件和二阶条件，可用数学表达式表示： 

.0)(

0)(
*

*

≤′′
=′

xf

xf
 

注意，这些条件是必要条件而非充分条件；若R中的一点是最大化问题的解，则它必定满

足这些条件，但是满足这些条件的点未必是利润最大化问题的解。 

    对于最小化问题，一阶条件和最大化问题的一阶条件相同，但是二阶条件变为

.0)( * ≥′′ xf  

 

例子：一阶条件和二阶条件 

考虑函数 axxaxf −= ln),( 。关于 x的最大化一阶条件为 0/1 =− ax ，二阶条件为

0/1 2 ≤− x 。我们可以看到，二阶条件自动满足，因此可知最大值点 x为 ax /1* = 。 

现在令 bxxubxg −= )(),( 。在这个例子中，我们无法解出最大值点

*x 的显性表达式，

但是我们知道它必定满足以下两个条件： bxu =′ )( ； 0)( ≤′′ xu 。 

                                                        
（一） 在本教材中，我们采用“索罗惯例（Solow’s conventions）: “每个函数都是可微的，而且其可微分的阶
数总是比我们需要的高一阶。” 
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凹性 

单变量方程为凹

．

的

．

（concave），若对于所有 x和 y以及所有 10 ≤≤ t 都有 

)()1()())1(( yftxtfyttxf −+≥−+ . 

如图 27.1所示。凹函数的一个性质是 x和 y加权平均数的函数值即 ))1(( yttxf −+ ，大于

．．

或等于

．．．

函数值 )(xf 和 )(yf 的加权平均数即 )()1()( yftxtf −+ 。 

 

 

图 27.1：凹函数和凸函数 

 

如果 f 是可微的，则 f 为凹当且仅当 0)( ≤′′ xf 对于所有 x成立。例如， xln 是个凹韩

式，因为它的二阶导数总是小于或等于零。 

一个方程为严格凹的，若对于所有 x和 y以及所有 10 ≤≤ t 都有 

)()1()())1(( yftxtfyttxf −+>−+ . 

若对于所有 x都有 0)( <′′ xf ，则 f 为严格凹的，但是反过来说（即逆命题）非真。例如
4)( xxf −= 为严格凹，但 0)0( =′′f . 

凹函数的另外一个性质是对于所有 x和 y，都有 

])[()()( yxyfyfxf −′+≤                   （27.1） 

线性函数增长的速率是不变的。大致来说，凹函数在每一点的增长速率，均小于与该点相切

的线性函数的增长速率。 

    若 f 为凹，则它的二阶导数在每一点的值都小于或者等于零。由此可知，若 0)( * =′ xf ，

则

*x 是该函数的最大值点。最简单的证明方法是将 *xy = 和 0)( * =′ xf 代入（27.1）式，这

样可发现对于所有 x都有 
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)(])[()()( **** xfxxxfxfxf =−′+≤ . 

但这个不等式表明

*x 是函数 f 的最大值点。因此，对于凹函数来说，一阶条件既是必要条

件也是充分条件。 

    凸函数

．．．

（convex function）满足下列性质 

)()1()())1(( yftxtfyttxf −+≤−+ . 

注意，若 )(xf 为凸，则 )(xf− 为凹。由这个结论可得到下列事实： 

凹函数和凸函数

．．．．．．．

。凹函数增长速度，小于和它在某点相切的线性函数的增长速度；而

凸函数的增长速度则比线性函数快。 

1）若 f 为凸函数，则对于所有 x都有 0)( ≥′′ xf 。 

2）若 f 为凸函数，则 ])[()()( yxyfyfxf −′+≥ 。 

3）若 f 为凸函数，且 0)( * =′ xf ，则 f 在 *x 点达到最小值。 

 

包络定理 

假设 ),( axf 是变量 x和a的函数。我们一般将a解释为模型以外的参数（外生变量），

而将 x视为我们想要研究的变量（内生变量）。假设我们选择 x使得该函数的值达到最大，

则对于a的每个不同值，使得函数值最大的 x的值一般也不同。在充分规则的情形下，我们
能够写出函数 )(ax ，这个函数给出了在不同的a值下能使函数值达到最大的 x的值。例如，

在某些经济问题中，选择变量可能为商品的消费量或生产量，而参数a为商品价格。 

我们还可以定义（最优）值函数

．．．

（value function）， ).),(()( aaxfaM = 这个函数告诉

我们对于不同的a值，函数 f 的最优值是多少。 

 

例子：值函数 

我们在上面已经知道，对于函数 axxaxf −= ln),( ，x的最优值为 aax /1)( = 。因此，

该问题的值函数为 .1ln/)/1ln()( −−=−= aaaaaM  

再例如，对于函数 bxxubxg −= )(),( ，我们有 ).()(()( bbxbxubM −=  

在经济学中，我们通常对下列问题感兴趣：当参数a改变时，最优值如何改变。可以证

明，有种简单的办法可以计算这种改变。根据定义可知 

).),(()( aaxfaM ≡  

这个恒等式的两端对a求导，可得 
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a

aaxf

a

ax

x

aaxf

da

adM

∂
∂+

∂
∂

∂
∂= )),(()()),(()(

 

由于 )(ax 是 f 最大值问题的解，我们知道 

0
)),(( =

∂
∂

x

aaxf
. 

将其代入前面的表达式，我们有 

a

aaxf

da

adM

∂
∂= )),(()(

                     （27.2） 

上式的一种更好的写法是 

)(

)),(()(

axxa

aaxf

da

adM

=∂
∂=  

上述表示方法的好处是，可以提醒我们注意，求导时要将 x固定在 )(ax ，也就是说求

)(axx = 时的导数值。 

换句话说：值函数关于参数的全微分 daadM /)( ，等于在最优选择时（即 )(axx = ）

的 f 关于参数的偏导数 aaaxf ∂∂ /)),(( 。这种陈述是包络定理的最简单表达方式。需要考

虑一下为什么会出现这样的事情。当参数a变化时产生两种效应：一是a的变化直接引起 f

值的变化；二是a的变化引起 x值的变化，而 x的变化又会引起 f 值的变化。但是如果我们

选择的 x是最优的，则 x的微小变化对 f 值的影响为零（ )0/ =∂∂ xf ，因此间接效应就消

失了，只剩下直接效应。 

 

例子：包络定理 

继续使用前面用过的例子 axxaxf −= ln),( ，在前面我们已知道 1ln)( −−= aaM 。

因此， aaM /1)( −=′ 。我们也可以使用包络定理得到这个结论；直接计算 aaxf ∂∂ /),( 可

知， xaaxf −=∂∂ /),( 。令 x等于它的最优值 )(ax ，可得 )(/1/),( aMadaaxdf ′=−= 。 

对于另外一个例子即 )())(()),(()( bbxbxubbxgbM −== ，我们有 )()( bxbM −=′ 。 

 

比较静态 

在经济学中，我们还关注当某参数变化时，最优选择如何变化。这类分析称为比较静态

分析（comparative statics analysis）或敏感性分析。基本计算如下。我们知道最优选择函数 )(ax

必然满足条件 

0
)),(( ≡

∂
∂

x

aaxf
. 
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对上述恒等式两端进行微分可得 

.0
)),(()()),(( 2

2

2

≡
∂∂

∂−
∂

∂
ax

aaxf

da

adx

x

aaxf
 

解出 daadx /)( 可得 

.
/)),((

/)),(()(
22

2

xaaxf

axaaxf

da

adx

∂∂
∂∂∂−=  

根据最大化的二阶条件可知，上式右侧分母分母分母分母

．．

的符号为负。由于这个事实并且注意上式

右侧前面的符号，因此可以断言： 

da

adx )(
的符号与

ax

aaxf

∂∂
∂ )),((2

的符号相同 

因此，最优选择关于参数a的导数的符号，仅取决于目标函数对 x和a的二阶交叉偏导数的

符号。 

这个结论的妙处在于我们不需要每次都重复计算这个结果；我们只要使用交叉偏导数

传达的信息即可。 

 

例子：比较静态分析 

若 axxaxf −= ln),( ，在前面我们已知道 aax /1)( = 。该式直接对 a 求导可知

0/1)( 2 <−=′ aax 。但是我们原本不需要求解这个利润最大化问题，因为在比较静态分析

时，我们有时只想知道 )(ax′ 的符号。事实上，如果注意到 

01
),(2

<−=
∂∂

∂
ax

axf
. 

那么利用

da

adx )(
的符号与

ax

aaxf

∂∂
∂ )),((2

的符号相同这个结论，我们立即可知 0)( <′ ax 。 

类似地，对于目标函数为 bxxubxg −= )(),( ，我们立即可知， )(bx′ 的符号与

=
∂∂

∂
bx

bxg ),(2

1− 的符号相同，因此 0)( <′ bx 。 

上面这个例子太妙了：我们对函数 )(xu 的形状几乎一无所知，但是我们仍然能确定当

参数变动时最优选择如何变动。你已经注意到了，我们的方法是使用了上述目标函数为拟线

性函数的性质。在教材中，我们将研究更多的此类例子。 

对于最小化问题，分析的方法类似，只不过在最小化问题中下式右侧分母的符号改变

了： 
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.
/)),((

/)),(()(
22

2

xaaxf

axaaxf

da

adx

∂∂
∂∂∂−=  

因为最小化的二阶条件意味着目标函数关于选择变量的导数为正，所以我们可以得出以下结

论：选择变量对参数的导数的符号与交叉偏导数的符号相反，即 

da

adx )(
的符号与

ax

aaxf

∂∂
∂ )),((2

的符号相反。 

 

27.2多变量的最大化 

下面我们分析更为复杂的最大化问题。假设选择变量有两个： 1x 和 2x 。通常我们将这

两个变量写成一个向量的形式，即 ).,( 21 xxx =  

在这种情形下，我们将最大化问题写为 

),,(max 21
, 21

xxf
xx

 

或者，更一般地 

).(max xf
x

 

 

一阶条件和二阶条件 

多变量最大化问题的一阶条件是，目标函数对每个选择变量的偏导数必定都为零。如果

只有两个选择变量，则一阶条件（即必要条件）为 

0
),(

1

21 =
∂

∂
x

xxf
 

.0
),(

2

21 =
∂

∂
x

xxf
 

如果有n个选择变量，那么使用梯度向量进行表示更简便些，即将 Df(x)定义为 

.,,)(
1










∂
∂

∂
∂=

nx

f

x

f
xDf ⋯  

使用这种表示方法，可将 n个变量的最大化问题的一阶条件写为 

.0)( * =xDf  

这个式子是说，在最优选择

*x 处，偏导数向量必定等于零向量。 

两个选择变量最大化问题的二阶条件，通常用目标函数关于选择变量的二阶偏导数组
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成的矩阵表示。这个矩阵称为海赛矩阵，它的形式如下 









=

2221

1211

ff

ff
H  

其中， ijf 代表 ji xxf ∂∂∂ /2 . 

由微积分的知识可知，在最优选择

*x 处，海赛矩阵必须为负半定。这意味着对于任何任何任何任何
．．

向量 ),( 21 hh ，我们必定有 

.0),(
2

1

2221

1211
21 ≤

















h

h

ff

ff
hh  

更一般地，若令h为列向量，令 th 表示h的转置（向量）。那么矩阵为负半定的条件就可以

写为 

.0≤Hhht  

如果我们分析的问题是最小化问题，而不是最大化问题，那么它们的一阶条件是相同的，

但是最小化问题的二阶条件变为要求海赛矩阵为正半定。 

 

比较静态分析 

假设我们想确定最优选择函数对参数a的变动是如何反应的。我们知道，最优选择必须

满足下列一阶条件： 

0
)),(),((

1

21 =
∂

∂
x

aaxaxf
 

.0
)),(),((

2

21 =
∂

∂
x

aaxaxf
 

将上述两个式子分别对参数 a求导可得 

013
2

12
1

11 =+
∂
∂+

∂
∂

f
a

x
f

a

x
f  

.023
2

22
1

21 =+
∂
∂+

∂
∂

f
a

x
f

a

x
f  

上面两个式子可以一并使用矩阵形式表示 

.
)(

)(

23

13

2

1

2221

1211










−
−

=








′
′










f

f

ax

ax

ff

ff
 

如果上式左侧的矩阵是可逆的，则这个方程组的解为 
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.
)(

)(

23

13

1

2221

1211

2

1










−
−









=









′
′ −

f

f

ff

ff

ax

ax
 

事实上，我们一般使用克莱姆法则（Cramer’s rule）求解而不是使用矩阵的逆求解。 

例如，如果我们想解出 ax ∂∂ /1 ，我们可以运用克莱姆法则，将这个解表示为两个行列

式的比值： 

2221

1211

2223

1213

1

ff

ff

ff

ff

a

x −
−

=
∂
∂

 

根据最大化问题的二阶条件可知，上式右侧分母中的矩阵为负半定矩阵。基本线性代数知识

告诉我们这个矩阵的行列式必定为正。因此， ax ∂∂ /1 的符号取决于上式分子中的行列式的

符号。 

 

例子：比较静态分析 

令 .)()(),,,( 221122112121 xaxaxuxuaaxxf −−+= 这个函数的最大化问题的一阶条件

为： 

0)( 1
*
11 =−′ axu  

.0)( 2
*
22 =−′ axu  

二阶条件是矩阵 















′′

′′
=

)(0

0)(
*
22

*
11

xu

xu
H  

为负半定的。由于负半定的矩阵的对角线上的项必定小于或等于零，由此可知 0)( *
11 ≤′′ xu 和

0)( *
22 ≤′′ xu 。 

最大化的值函数为 

.)()(max),( 22112211
,

21
21

xaxaxuxuaaM
xx

−−+=  

使用包络定理简单计算一下即可知道 

*
1

1

x
a

M −=
∂
∂

 

.*
2

2

x
a

M −=
∂
∂
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由前面的比较静态计算结果可知: 

1

1

a

x

∂
∂
的符号与 











′′ )(0

01
*
22 xu
的符号相同. 

计算上述行列式的值可知 

.0
1

1 ≤
∂
∂
a

x
 

注意，即使我们一点也不知道效用函数 1u 或 2u 的具体表达式，我们也能确定选择变量

如何随参数的变动而变动；我们只需要知道目标函数的结构结构结构结构

．．

(structure)，例如，在上例中，

目标函数是加法可分离的加法可分离的加法可分离的加法可分离的

．．．．．．

（additively separable）。 

 

凸性和凹性 

函数 RRf n →: 为凸的

．．

（concave），若 

)()1()())1(( yftxtfyttxf −+≥−+  

对于所有 x和 y以及所有 10 ≤≤ t 都成立。上式的解释和单变量的解释是相同的；也就是说，

函数 f 在 x和 y加权平均数之处的函数值，至少与 )(xf 和 )(yf 的加权平均和一样大。 

可以证明凹函数必定满足下列不等式 

].)[()()( yxyDfyfxf −+≤  

在二维情形下，我们可以将上式写为 

,
),(),(

),(),(
22

11

1

21

1

21
2121 









−
−










∂
∂

∂
∂+≤

yx

yx

x

yyf

x

yyf
yyfxxf  

或者，将上述不等式右侧第二项相乘展开 

].[
),(

][
),(

),(),( 22
2

21
11

1

21
2121 yx

x

yyf
yx

x

yyf
yyfxxf −

∂
∂+−

∂
∂+≤  

上式是一维条件的自然推广。 

对于凹性的二阶导数条件也有一个美妙的推广。我们已经知道，在一维情形下，凹函

数的二阶导数必定小于或等于零。在多维情形下，凹性的条件是由二阶导数组成的矩阵在每

一点都是负半定的。从几何上来说，这意味着凹函数的图形必定在每个方向上都“弯曲地离

开”（curve away）它的切平面。也就是说，凹函数自动满足最大化问题的二阶条件。类似

地，凹函数的海赛矩阵必定是正半定的。 

如果某函数的海赛矩阵在每一点都是负半定的，则该函数必定是严格凹的。然而，它
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的逆并不成立：严格凹函数的海赛矩阵在某些点可能是奇异的(singular)。例如，在一维情形

下，考虑函数

4x− 在点 0=x 的情形。 

 

拟凹函数和拟凸函数 

函数 RRf n →: 是拟凹的（quasiconcave）的，若该函数的上轮廓集（upper contour sets）

是凸集。换句话说，集合 })(:{ axfRx n ≥∈ 对于任意 a都是凸集。函数 )(xf 是拟凸的

（quasiconvex），若 )(xf− 是拟凹的。 

 

27.3约束最大化 

考虑下列形式的约束最大化（constrained maximization）问题 

),(max 21
, 21

xxf
xx

 

使得 .0),( 21 =xxg  

为了阐述这个问题的一阶条件和二阶条件，最好使用拉格朗日函数： 

).,(),(),,( 212121 xxgxxfxxL λλ −=  

一阶条件要求拉格朗日函数对它的各个自变量的导数等于零： 

0
111

=
∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

x

g

x

f

x

L λ  

0
222

=
∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

x

g

x

f

x

L λ  

.0),( 21 =−=
∂
∂

xxg
L

λ
 

未知变量有三个 21,xx 和λ，方程数量也有三个；通常你可以解出这个最优化问题的方程组。 

n维最优化问题的结构和上面的最优化问题相同。这个最大化问题是 

)(max xf
x

 

使得 .0)( =xg  

因此，拉格朗日函数变为 

).()(),( xgxfxL λλ −=  

一阶条件有 1+n 个，它们的形式为 
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0
)()( =

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

iii x

xg

x

xf

x

L λ ，其中 .,...,1 ni =  

.0),( 21 =−=
∂
∂

xxg
L

λ
 

二阶条件要使用拉格朗日函数的海赛矩阵进行表达。在二维问题中，这就是 





















∂
∂−

∂
∂

∂∂
∂−

∂∂
∂

∂∂
∂−

∂∂
∂

∂
∂−

∂
∂

=





















∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

2
2

2

2
2

2

12

2

12

2

21

2

21

2

2
1

2

2
1

2

2
2

2

12

2

21

2

2
1

2

21
2 ),(

x

g

x

f

xx

g

xx

f

xx

g

xx

f

x

g

x

f

x

L

xx

L

xx

L

x

L

xxLD

λλ

λλ
. 

二阶条件要求上述矩阵在线性约束的情形下是负半定的，即 

0)(2 ≤hxLDht
对于满足 0)( =hxDg 的所有h都成立. 

直觉上，这个条件要求海赛矩阵在与约束平面相切方向上的任何变动都是负半定的。 

如果海赛矩阵在有约束条件限制下是负半定的，我们就说我们得到的是一个常规最大

．．．．

值

．

（regular maximum）。常规最大值必然是严格局部最大值，但反过来说未必正确。 

 

27.4二阶条件的另外一种表示方法 

在常规局部最大化下，二阶条件有另外一种表达方法。在这种情形下，判断一个特定

的矩阵是否在线性约束下是负半定的，可以化简为检验某个矩阵的各个行列式的符号。 

考虑朗格拉日函数的二阶导数组成的矩阵，其中包含各个变量关于拉格朗日乘子λ的
导数。如果有两个选择变量和一个约束，这个矩阵看起来就是下面这样的样子： 

2 2 2

2
1 2

2 2 2
2

1 2 2
1 1 1 2

2 2 2

2
2 2 1 2

( , , ) .

L L L

x x

L L L
D L x x

x x x x

L L L

x x x x

λ λ λ

λ
λ

λ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                   （27.3） 

使用拉格朗日函数的定义和一阶条件很容易计算出下列各个导数： 

2

2

2 2

1 1 1

0

( )

L

L L g x

x x x

λ

λ λ

∂ =
∂
∂ ∂ ∂= = −

∂ ∂ ∂ ∂
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2 2

2 2 2

( )
.

L L g x

x x xλ λ
∂ ∂ ∂= = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

将这些表达式代入（27.3）可得到加边海赛矩阵

．．．．．．

（bordered Hessian matrix）: 

1 2

2 2

2
1 1 1 2

2 2

2
2 2 1 2

0

.

g g

x x

g L L

x x x x

g L L

x x x x

 ∂ ∂− − ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂− 

∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

注意这个矩阵具有下列形式 

1 2

1 11 12

2 21 22

0

,

b b

b h h

b h h

 
 
 
 
 

 

其中，“加边项”是约束条件一阶导数的负数， ijh 项是拉格朗日函数关于选择变量的二阶

导数。如果有n个选择变量和 1个约束条件，加边海赛矩阵将是 1n + 维方阵。下面我们举

例说明，在这个例子中，选择变量有四个。 

可以证明，在常规最大化且 1 0b ≠ 的情形下，上面给出的二阶条件意味着加边海赛矩

阵有一个正的行列式。这个事实的证明并不难，但比较繁琐，所以我们省略了。 

需要注意，如果我们将加边海赛矩阵的行列式的第一行和第一列都乘以 1− ，它的符号
不会改变。这种运算的好处是消去加边项的负号，从而看起来更舒服一些。有些作者一开

始就给出这种形式的加边海赛行列式。然而，这种做法的缺陷是掩盖了下列事实：加边海

赛矩阵就是拉格朗日函数的海赛矩阵，其中包含各个变量关于λ的导数。 

如果有n个选择变量和 1 个约束条件，加边海赛矩阵将是 ( 1) ( 1)n n+ × + 的矩阵。在

这种情形下，我们必须考察加边海赛矩阵的各个子矩阵的行列式。我们以4 4× 的加边海赛

矩阵说明如何计算。和上面一样，我们以 ib 表示加边项，以 ijh 表示海赛项，因此加边海赛

矩阵为 

1 2 3 4

1 11 12 13 14

2 21 22 23 24

3 31 32 33 34

4 41 42 43 44

0

.

b b b b

b h h h h

b h h h h

b h h h h

b h h h h

 
 
 
 
 
 
 
 

 

    考虑常规最大值的情形，在这种情形下，海赛矩阵在约束条件下是负定的，并且假设

1 0b ≠ 。那么二阶条件等价于下列行列式必定成立： 
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1 2

1 11 12

2 21 22

0

det 0

b b

b h h

b h h

 
  > 
 
 

 

1 2 3

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

0

det 0

b b b

b h h h

b h h h

b h h h

 
 
  <
 
  
 

 

1 2 3 4

1 11 12 13 14

2 21 22 23 24

3 31 32 33 34

4 41 42 43 44

0

det 0.

b b b b

b h h h h

b h h h h

b h h h h

b h h h h

 
 
 
  >
 
 
 
 

 

这种模式适用于任何数量的因子。我们可以将这个条件表示为：加边海赛矩阵的自然序主加边海赛矩阵的自然序主加边海赛矩阵的自然序主加边海赛矩阵的自然序主

子行列式的符号必然是交替变化子行列式的符号必然是交替变化子行列式的符号必然是交替变化子行列式的符号必然是交替变化。 

常规局部最小值有类似的二阶条件，只不过此时要求所有的行列式都为负。 

 

如何记住二阶条件 

你可能记不住二阶条件涉及的所有行列式条件，说实话至少我记不住。下面这种简单

的方法可以帮助你记住它们。 

正定矩阵的最简单例子是单位矩阵。计算单位矩阵的主子行列式，容易看到所有行列

式的符号都是正的。 

负定矩阵的最简单例子是负的单位矩阵。不难看出这个矩阵的所有主子行列式的符号

是交替变化的： 

1 0
0

0 1

−
>

−
 

1 0 0
1 0

0 1 0 1 0.
0 1

0 0 1

−
−

− = − <
−

−
 

   假设某个矩阵在线性约束下是正定的。最简单的例子是约束条件为 1 2( , )(1,1) 0h h = 下的

单位矩阵。这样，我们就得到了下列加边海赛矩阵 
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0 1 1

1 1 0 .

1 0 1

 
 
 
 
 

 

左上角的主子式为 

0 1
1 0.

1 1
= − <  

上述单位矩阵的行列式沿着第一列展开，可得 

1 1 1 1
1 1 2.

0 1 1 0
− + = −  

因此，约束条件下的矩阵为正定的条件是，加边海赛矩阵的所有所有主子式都是负的。 

下面我们考察约束条件下的矩阵为负半定的情形。再一次地，我们举最简单的例子：

约束条件 1 2( , )(1,1) 0h h = 下的负的单位矩阵。我们得到的加边海赛矩阵为 

0 1 1

1 1 0 .

1 0 1

 
 − 
 − 

 

两个主子式分别为 

0 1
1 0.

1 1
= − <

−
 

0 1 1
1 1 1 1

1 1 0 2 0.
0 1 1 0

1 0 1

− = − + = >
− −

−
 

因此，我们希望主子式的符号是交替变化的。 

 

包络定理 

考虑下列参数化的最大化问题 

1 2
1 2

,

1 2

( ) max ( , , )

s.t. ( , , ) 0.

x x
M a g x x a

h x x a

=

=
 

这个问题的拉格朗日函数为 

1 2 1 2( , , ) ( , , ),L g x x a h x x aλ= −  
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一阶条件为 

1 1

2 2

1 2

0

0

( , , ) 0.

g h

x x

g h

x x

h x x a

λ

λ

∂ ∂− =
∂ ∂
∂ ∂− =
∂ ∂

=

                       （27.4） 

这些条件确定了最优选择函数为 1 2( ( ), ( ))x a x a ，它又确定了最大值函数 

1 2( ) ( ( ), ( ), ).M a g x a x a a=                          (27.5) 

包络定理

．．．．

（envelope theorem）告诉我们如何计算最优值函数关于最优化问题中变量的

导数，具体地说，计算公式为 

1 2 1 2
( ) ( ) ( )

( , , ) ( , , )( ) ( , )
a a a

g x x a h x x adM a L a

da a a a
λ= = =

∂ ∂∂= = −
∂ ∂ ∂x x x x x x

x
 

和以前一样，需要注意这里的偏导数的意思，它们是 g和h在下列条件下的关于a的导数：

维持 1x 和 2x 固定在最优值时。 

包络定理的证明比较简单，直接计算即可。对（27.5）微分可得 

1 2

1 2

,
dx dxdM g g g

da x da x da a

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

 

将一阶条件（27.4）代入，可得 

1 2

1 2

.
dx dxdM h h g

da x da x da a
λ
 ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ 

               （27.6） 

现在可以看到，最优选择函数必定恒满足约束 1 2( ( ), ( ), ) 0h x a x a a ≡ 。将这个恒等式关于

a微分，可得 

1 2

1 2

0.
dx dxh h h

x da x da a

∂ ∂ ∂+ + ≡
∂ ∂ ∂

                （27.7） 

将（27.7）代入（27.6），可得 

,
dM h g

da a a
λ ∂ ∂= − +

∂ ∂
 

这正是我们想要的结果。 
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27.5不等式约束下的最大化问题 

很多经济问题自然会用到不等式约束。下面我们考察这样问题的一阶条件的合理形式。 

令 : nf R R→ 和 : n
ig R R→ ，其中 1,...,i k= ；考虑下面的最优化问题 

max (

. . ( 0. 1,...,i

f

s t g i k≤ =
x

x

）

）

                      （27.8） 

点集

*{ : ( ) 0 1,... }ig i k≤ =x x 称为可行集

．．．

（feasible set）。如果在某个特定的 *x 上我

们有

*( ) 0ig =x ，我们说第 i个约束是个束

．

紧约束

．．．

（binding constraint）；否则，我们说第 i个

约束不是紧的，或是个松弛约束

．．．．

（slack constraint）。 

令

*( )G x 为紧约束在

*x 点上的梯度集： 

* *( ) { ( ) :iG Dg=x x 对于所有 i满足 *( ) 0}ig =x  

如果向量集

*( )G x 是线性无关的，那么我们说约束规格

．．．．

（constraint qualification）成立。 

库恩-塔克定理（Kuhn-Tucker Theorem）。如果如果如果如果 *x 是是是是（（（（27.8））））的解的解的解的解，，，，而且约束规格在而且约束规格在而且约束规格在而且约束规格在

*x
点成立点成立点成立点成立，，，，那么存在着一组库恩那么存在着一组库恩那么存在着一组库恩那么存在着一组库恩-塔克乘子塔克乘子塔克乘子塔克乘子 0iλ ≥ ，，，，其中其中其中其中 1,...,i k= ，，，，使得使得使得使得 

* *

1

D ( ) D ( ).
k

i i
i

f gλ
=

=∑x x  

而且而且而且而且，，，，我们有下列我们有下列我们有下列我们有下列互补的松弛条件

．．．．．．．

（complementary slackness conditions）: 

0iλ ≥     对于所有对于所有对于所有对于所有 i，，，， 

     0iλ =     如果如果如果如果 *( ) 0ig <x 。 

比较库恩-塔克定理与拉格朗日乘子定理可知，二者主要的区别在于库恩-塔克乘子是非

负的，而拉格朗日乘子可正可负。这个额外的信息有时非常有用。 

当然，库恩-塔克条件只是最大值的必要条件。然而，在一种重要的情形下，它既是必

要条件也是充分条件。 

 

库恩-塔克充分性。假设假设假设假设 f 是凹函数是凹函数是凹函数是凹函数，，，， ig 是凸函数是凸函数是凸函数是凸函数（（（（其中其中其中其中 1,...,i k= ）。）。）。）。令令令令

*x 是个可行是个可行是个可行是个可行

点点点点，，，，假设我们可以找到与互补松弛条件一致的非负实数假设我们可以找到与互补松弛条件一致的非负实数假设我们可以找到与互补松弛条件一致的非负实数假设我们可以找到与互补松弛条件一致的非负实数 iλ ，，，，使得使得使得使得 * *

1

D ( ) D ( ).
k

i i
i

f gλ
=

=∑x x 那那那那

么么么么

*x 是最大化问题是最大化问题是最大化问题是最大化问题（（（（27.8））））的解的解的解的解。 

  证明。令x是个可行点。由于 f 是凹的，我们可以将其写为 

* * *( ) ( ) D ( )( ).f f f≤ + −x x x x x  
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使用定理中的假设，我们可以将上式写为 

* * *

1

( ) ( ) D ( )( ).
k

i i
i

f f gλ
=

≤ + −∑x x x x x               （27.9） 

由于 (ig x）是凸的，我们有 

* * *( ) ( ) D ( )( ).i i ig g g≥ + −x x x x x                 （27.10） 

如果约束 i是束紧的，那么 *( ) ( ) 0i ig g≤ =x x ；由于 0iλ ≥ ，对于所有束紧约束，我们有

* *D ( )( ) 0i igλ − ≤x x x 。如果约束 i是松弛的， 0iλ = 。将这些结论应用于（27.9），我们看

到（27.9）中 * *

1

D ( )( )
k

i i
i

gλ
=

−∑ x x x 的每一项都是小于或等于零，因此

*( ) ( )f f≤x x ，这正

是我们想要的。■ 

 

27.6构建库恩-塔克问题 

约束最大化问题的拉格朗日条件和约束最小化问题的拉格朗日条件是相同的，因为它

们处理的只是一阶条件。库恩-塔克条件也是这样的，当然前提是我们构建的问题要正确。

一般来说，这要求在运用库恩-塔克定理之前先要进行一些处理。 

我们已经知道，我们研究的是下列最大化问题形式的库恩-塔克条件： 

max (

s.t. ( ) 0 1,..., .i

f

g i k≤ =
x

x

x

）

 

这个问题的拉格朗日函数为 

1

( ) ( ).
k

i i
i

L f gλ
=

= −∑x x  

如果最大化问题以这种方式构建而成，那么就可以保证库恩-塔克乘子是非负的。 

在有些最优化问题中，有些约束条件要求函数大于或等于零。在这种情形下，为了应

用库恩-塔克条件，我们必须先将这样的约束乘以 1− 。例如，假设我们的最大化问题为 

max (

s.t. ( ) 0 1,..., .i

f

h i k≥ =
x

x

x

）

 

这个问题等价于 

max (

s.t. ( ) 0 1,..., .i

f

h i k− ≤ =
x

x

x

）

 

但现在这种形式可以运用库恩-塔克条件。 
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对于这个最大化问题，拉格朗日函数变为 

1 1

( ) ( ( )) ( ) ( ( )).
k k

i i i i
i i

L f h f hλ λ
= =

= − − = +∑ ∑x x x x  

由于变换后的最大化问题具有合适的形式，可以保证乘子 iλ 是非负的。 

现在假设我们研究的是最小化问题。那么，为了让库恩-塔克乘子有正确的符号（非负），

我们构建的最小化问题必须为下列形式 

min (

s.t. ( ) 0 1,..., .i

f

g i k≥ =
x

x

x

）

 

注意，在最小化问题中，约束条件为 ( ) 0ig ≥x ，而在最大化问题中，约束条件为 ( ) 0ig ≤x 。 

 

27.7最大值的存在性和连续性 

     考虑下列形式的参数化的最大化问题 

( ) max ( ,

s.t. ( )

M a f a

G a

=
∈

x

x

）

                      （27.11） 

最大值的存在性。如果约束集如果约束集如果约束集如果约束集 ( )G a 是非空的和紧致的是非空的和紧致的是非空的和紧致的是非空的和紧致的（（（（compact），），），），而且函数而且函数而且函数而且函数 f 是连是连是连是连

续的续的续的续的，，，，那么这个最大化问题存在着解那么这个最大化问题存在着解那么这个最大化问题存在着解那么这个最大化问题存在着解

*x 。 

 

最大值的唯一性。如果函数如果函数如果函数如果函数 f 是严格凸的是严格凸的是严格凸的是严格凸的，，，，而且约束集是凸的而且约束集是凸的而且约束集是凸的而且约束集是凸的，，，，那么若解存在那么若解存在那么若解存在那么若解存在，，，，则它则它则它则它

是唯一的是唯一的是唯一的是唯一的。 

令 ( )ax 是问题（27.11）的解。有时，我们希望知道在什么样的条件下 ( )ax 具有良好的

性状。我们必须面对的一的哥问题是 ( )ax 未必为函数：最大化问题可能存在着若干个解。

也就是说，对于每个a， ( )ax 可能是个点集。这种情形下，我们用对应（correspondence）

而不是函数描述这样的关系，对应是将每个 a与集合 ( )ax 联系起来的一种规则。我们想知

道当a变化时，点集 ( )ax 如何变化；特别地，我们想知道在什么样的条件下，当a变化时，

( )ax 的变化是“连续的”。 

    用于描述对应（correspondences）的连续性的定义有两个。如果当a稍微变化时，集合
( )ax 不会“急剧膨胀”（explode），我们说这个对应是上半连续的

．．．．．

（upper-semicontinuous）。

如果当 a稍微变化时，集合 ( )ax 不会“急剧收缩”（implode），我们说这个对应是下半连

．．．

续的

．．

（lower-semicontinuous）。如果一个对应既是上半连续的，又是下半连续的，那么它是

连续的

．．．

（continuous）。 
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最大值定理（theorem of the maximum）。令令令令 ( , )f ax 是个连续函数是个连续函数是个连续函数是个连续函数，，，，它的值域是紧致的它的值域是紧致的它的值域是紧致的它的值域是紧致的，，，，

假设约束集假设约束集假设约束集假设约束集 ( )G a 是是是是 a的非空的非空的非空的非空、、、、紧值紧值紧值紧值（compacted-value）、、、、连续的对应连续的对应连续的对应连续的对应。。。。那么那么那么那么：（：（：（：（1）））） ( )M a 是是是是

个连续函数个连续函数个连续函数个连续函数；（；（；（；（2）））） ( )ax 是个上半连续的对应是个上半连续的对应是个上半连续的对应是个上半连续的对应。 

    如果对应 ( )ax 碰巧是单值的，即 ( )ax 是个函数，那么它是个连续函数。 

 

注释 

    Dixit（1990）提供了经济学中最优化的直观讨论和例子。更详细的讨论可参见 Blume and 

Simon（1991）。如果想了解对应（correspondences）的拓扑性质，可参考 Berge（1963）和

Hildenbrand and Kirman（1988）。 
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